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Vorwort.

Bei wissenschaftlichen Forschungen pflegen specielle Unter-
suchungen und allgemeine Ueberlegungen mit einander Hand
in Hand zu gehen, indem jede specielle Untersuchung allge-
meine Ueberlegungen erweckt, und umgekehrt jede allge-
meine Ueberlegung zu neuen Specialuntersuchungen Veran-
lassung giebt. Auch scheint diese alternirende Methode —
ich mochte sagen: diese bald mikroskopische, bald makrosko-
pische Betrachtung des Gegenstandes — eine durchaus noth-
wendige zu sein. Denn wer nur mit speciellen Unter-
suchungen beschiftigt ist, ohne zur rechten Zeit zu allge-
meineren und hoheren Gesichtspuncten sich zu erheben, wird
bald die erforderliche Orientirung verlieren, und dem Zufall
preisgegeben sein; und wer umgekehrt das Specielle ver-
schmiht und nur im Allgemeinen sich bewegen will, wird
bald die Mittel zum weiteren Fortschritt sich entschwinden
sehen, und von uniibersteiglichen Schwierigkeiten zu er-
zéhlen haben. o

Nachdem ich lange Zeit mit speciellen Untersuchungen
tiber die Theorie des Newton’schen und Logarithmischen
Potentials mich beschiftigt hatte*), erschien es mir noth-

*) Die Resultate dieser Specialuntersuchungen oder wenigstens
einen grossen Theil derselben habe ich publicirt in folgenden Schriften:

I. Geometrische Methode, um das Potential der von einer Kugel
auf innere und dussere Puncte ausgetibten Wirkung zu bestimmen; 1860,
— Poggendorff’s Annalen, Bd. 109, Seite 629.

1. Einfaches Gesetz fir die Vertheilung der Elektricitit auf einem
Ellipsoid; 1861. — Pogg. Annal., Bd. 113, S, 506.

11, Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung:

: 20 o, 0 0:
g Ty =0
1861. — Crelle’s Journal, Bd. 59, S. 335.

IV. Lésung des allgemeinen Problems viber den stationdren Tempe-
ratursustand einer homogemen Kugel, ohne Hiilfe von Reihenentwick-
lungen; 1861, — Halle, Verlag von Schmidt,

V. Allgemeine Losung des Problems viber den stationdren Tempe-
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wendig, gewisse allgemeine Betrachtungen, zu denen ich
hierbei gelangt war, einigermassen iibersichtlich zu ordnen,
und so weit als moglich zu vervollstindigen. In solcher
Weise entstand das vorliegende Werk.

Die 30 ersten Seiten geben eine kurze (meistentheils
‘nur historisch gehaltene) Recapitulation der belannten Sitze
von Laplace, Green und Gauss. Im Uebrigen enthilt das
Werk eine Reihe aufeinander folgender neuer Untersuchungen,
iiber welche die Einleitungen der einzelnen Capitel nihere

raturzustand eimes homogenen Korpers, welcher von zwei michiconcen-
trischen Kugelflichen begrenst ist ; 1862. — Halle, Verlag von Schmidt.

VI._Ueber das Gleichgewicht der Wdrme und das der Elektricitdt
in einem Kdirper, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugelflichen be-
grenzt wird; 1862. — Crelle’s Journal, Bd. 62, S. 36.

VII. Ueber die Entwicklung einer Function mit imagindirem Argu-
ment nach den Kugelfunctionen erster und sweiter Art; 1862. — Halle,
Verlag von Schmidt.

VIII. Theorie der Elekiricitits- wnd Wiirme- Vertheilung in einem
Ringe; 1864. — Halle, Verlag des Waisenhauses.

IX. Ueber die Theorie der Kugelfunctionen; 1866. — Programm der
Tiibinger Universitit. — Von Neuem abgedruckt in Schlémilch’s Jour-
nal, Bd. 12, S. 97.

X. Theorie der Bessel'schen Functionen, ein Analogon zur Theorie
der Kugelfunctionen; 1867. — Leipzig, Verlag von Teubner. R

XI. Zur Theorie des Potentials; 1870. — Math. Annalen, Bd. 2,
S. 514. — Diese kurze Notiz ist leider mit Fehlern behaftet. Man
findet die ausfiihrlichere und zugleich correctere Behandlung der dort
angegebenen Sitze im 2. Capitel des vorliegenden Werkes.

XII. Notiz diber die elliptischen und hyperelliptischen Integrale;
1870. — Math. Annalen, Bd. 3, S. 611."

Schliesslich mag es mir gestattet sein, der gekrdnten Preisschrift
Wangerin’s zu gedenken: Reduction der Potentiglgleichung fiir gewisse
Rotationskorper auf eine gewihnliche Differentialgleichung; 1875; in
den Abhandlungen der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft zu
Leipzig. — Diese Schrift handelt iiber Rotationskérper, deren Meridian-
curve durch eine Lemniscate oder Cassini'sche Curve, oder durch e¢ine
noch allgemeinere Curve dargestellt ist, und steht zu meinen eigenen
Untersuchungen schon insofern in einer gewissen Beziehung, als die
Stellung jener Aufgabe von Seiten der genannten Gesellschaft auf
meine Veranlassung geschah. Doch muss dabei ausdriicklich erwihnt
werden, dass die in jenmer Schrift angewandte elegante Methode, die
daselbst benutzten eigenthiimlichen Coordinaten Dinge sind , auf welche
ich vor dem Erscheinen der Wangerin’schen Arbeit nicht aufmerksam
geworden war,
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Auskunft geben. Auch labe ich mich bemiiht, diese Ein-
leitungen der einzelnen Capitel in solcher Weise zu schreiben,
dass sie einigermassen einen fortlaufenden Faden bilden; so
dass die Durchsicht dieser Einleitungen den Leser in den
Stand setzen wird, iiber Inhalt und Tendenz des ganzen
Werkes sich eine deutliche Vorstellung zu bilden. — —
Doch mag es mir gestattet sein, hier noch einige Bemerkungen
voranzuschicken, welche weniger die Gegenstiinde selber, als
die Art und Weise ihrer Behandlung betreffen.

Erste Bemerkung. — Niemand wird die Richtigkeit der
sogenannten Green'schen Sitze (welche im vorliegenden Werk
auf Seite 17—22 kurz zusammengestellt sind) fiir solche Fille
verbiirgen wollen, wo die betrachtete geschlossene Fliche
von irgend welcher singuldren Beschaffenheit, z. B. mit un-
endlich vielen Ecken oder Kanten behaftet ist. Ja es wiirde
selbst noch einer besondern Untersuchung bediirfen, um ent-
scheiden zu wollen, ob diese Sitze stets giiltig sind, wenn
die gegebene Fliche durch eine rationale Gleichung (zwischen
den rechtwinkligen Coordinaten) dargestellt, resp. aus ein-
zelnen Flichenstiicken zusammengesetzt ist, deren jedes durch
eine solche Gleichung sich ausdriickt. Hingegen wird man
die Giiltigkeit dieser Sitze mit voller Strenge zu beweisen
im Stande sein, sobald die Fliche aus lauter Flichenstiicken
erster und zweiter Ordnung besteht¥*), vorausgesetzt, dass
die Winkel, unter denen diese Flichenstiicke zusammen-
stossen, allenthalben von Null verschieden sind.

Aehnliches gilt in der Theorie des Potentials von allen
Sdtzen, in denen von sogemammten beliebigen Flichen die
Rede ist; und es bediirfen daher all’ diese Sitze, falls sie
wirklich strenge sein sollen, hinsichtlich jener Fliichen noch
einer genauern Determlnatlon Dass ich auf diese De-
terminationen im vorliegenden Werke mich nicht néiher ein-
gelassen habe, wird man mir wohl schwerlich zum Vorwurf
machen kdnnen, wenn man bedenkt, dass ich in dieser Be-

*) Dabei verstehe ich unter Fldchensticken erster und sweiter Ord-
nung sclche, welche durch eine rationale Gleichung ersten resp.
zweiten Grades zwischen den rechtwinkligen Coordinaten sich dar-
stellen; so dass also ein Flichenstick erster Ordnung nichts Anderes
ist, als ein Theil eincr Ebene.
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zichung nur dem Beispiele von Green, Gauss und Dirichlet
gefolgt, bin.

Zweite Bemerkung. — Uebrigens konnen solche unzu-
linglich determinirte Flichen in der Theorie des Potentials
in doppelter Weise auftreten, indem sie entweder die ge-
gebene Grundlage betreffen, von welcher die Untersuchung
ausgeht, oder aber im Laufe der Untersuchung als Hiilfs-
mittel fiir den weitern Fortgang derselben in Anwendung
kommen. Kurz, sie konnen entweder als Anfangsglieder der
Untersuchung gegeben sein, oder als Operationsmittel er-
dacht werden. — Als ein Beispiel des erstern Vorkommens
ist die Aufgabe der elektrischen Vertheilung auf einem ge-
gebenen Conductor anzufithren; denn die Oberfliche des Con-
ductors repriisentirt hier einen Theil derjenigen Data, welche
direct zur Formulirung der Aufgabe erforderlich sind. Andrer-
seits wiirde als ein Beispiel des letztern Vorkommens der
Artikel 26 der Gauss'schen ,,Allgemeinen Lehrsdtze” anzu-
fiihren sein; denn Gauss benutzt dort zur Untersuchung eines
gewissen Potentials ¥V diejenige geschlossene Fliche, welche
durch die Gleichung V = Const. dargestellt ist, -also eine
Fliche, deren nihere Beschaffenheit eben so unbekannt ist,
wie das Potential selber.

Offenbar sind solche ganz nebelhaft vorschwebende Flichen
im zweiten Fall nicht minder unbequem als im ersten. Denn
wenn z. B. Gauss a. a. O. auf die Fliche ¥ = Const. einen
der Green’schen Sitze*) in Anwendung bringt, so wird man
zu beachten haben, dass diese Sitze (wie schon erwihnt)
nicht ohne Weiteres auf jede belicbige Fliche anwendbar
sind, und dass also ihre Anwendung auf die Fliche ¥ = Const.
nicht gutgeheissen werden darf ohne eine vorhergehende

Untersuchung derselben.

Ja noch mehr! Ueberall, wo solche unzulinglich defi-
nirte Flichen nur als Anfangsglieder der Untersuchung auf-
treten, kann die durch sie in den Resultaten erzeugte Un-

*) Ich darf mich wohl der Kiirze willen so ausdriicken, Denn die
Green’schen Sitze sind, obwohl Gauss von denselben beim Schreiben
seiner Abhandlung keine Kenntniss hatte, bekanntlich dlter als diese
Abhandlung.
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sicherheit nachtrdglich, durch Hinzufiigung geeigneter De-
terminationen, beseitigt werden, was offenbar nicht mehr
moglich ist bei den als Operationsmittel eingefiithrten Fléchen.
Denn wihrend die ersteren unserer Willkiir unterliegen, -
hingen die letzteren wesentlich ab von dem ganzen Plane
unserer Untersuchung, und sind also, ohne diesen Plan zu
iindern oder ganz umzustossen, keiner Modification fdhig.

Aus diesem Grunde habe ich im vorliegenden Werke
die Benutzung unbekannter Flichen als eines Operations-
mittels zu vermeiden, und die betreffeuden Gauss’schen und
Dirichlet'schen Argumentationen durch andere zu ersetzen
gesucht, welche von diesem Uebelstande frei sind. Hier-
durch glaube ich in den einschlagenden Gebieten eine etwas
grossere Sicherheit erreicht zu haben, als es bis jetzt der
Fall war. .

Dritte Bemerkung. — Wenn trotzdem das vorliegende
Werk in Bezug auf Strenge und Gleichmissigkeit recht viel
zu wiinschen iibrig lisst, so diirfte der Grund hiervon nicht
in meiner Behandlung, sondern in den vorhandenen inneren °
Schwierigkeiten zu suchen sein. In der That baben wir die
Theorie des Potentials als eine im Werden und Wachsen be-
griffene Disciplin anzusehen, zu deren strenger Gestaltung
und systematischer Abrundung uns noch wichiige Puncte fehlen.
Und demgemiiss besteht auch die Aufgabe des vorliegenden
Werkes nicht etwa darin, die einzelnen Zweige dieser Dis-
ciplin in voreiliger Weise zu einem systematisch geordneten
Ganzen zu verbinden, sondern vielmehr darin, diese einzel-
nen Zweige, jeden fiir sich, mit gehdriger Sorgfalt so weit
als moglich zu verfolgen. Hierbei aber ergab sich die Noth-
wendigkeit, bei den verschiedenen Zweigen (oder was das-
selbe: bei den verschiedenen Capiteln des Werkes) einen ver-
schiedenen Grad von Strenge eintreten zu lassen.

So ergab sich namentlich, dass die Potentiale der so-
genannten Doppelbelegungen einer strengern Behandlung fihig
sind, als die Potentiale der einfachen Belegungen. In der
That diirfte aus meinen Expositionen im 4. und 5. Capitel
hervorgehen, dass die Theorie dieser Doppelbelegungen und
die derselben sich anschliessende Methode des arithmetischen
Mittels bei geeigneten Einschrinkungen den héchsten Grad
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der mathematischen Sicherheit, nimlich die sogenannte arith-
metische Evidenz zu erreichen im Stande ist*).
Ich driicke mich absichtlich in dieser Weise aus. Denn
- mein Bestreben in dem ganzen Werke ist diberhaupt weniger
darauf gerichtet gewesen, einen wmoglichst hohen Grad won
Strenge wirklich zu erreichen, als viclmehr darauf, die-
Jenigen Wege einzuschlagen, auf denen man, bei Hinzufiigung
geeigneter Einschrinkungen, einen mdoglichst hohen Grad von
Strenge zu erreichen im Stande ist. Dieses letztere Ver-
fahren hat offenbar im Wesentlichen denselben Nitzen, wie
das erstere, und vor diesem den Vorzug der grossern Kiirze.
Vierte Bemerkung. — Die Wichtigkeit des vorliegenden
" Werkes besteht — falls eine solche demselben iiberhaupt
beizumessen ist — vielleicht vorzugsweise in den darin zu
Tage tretenden Liicken, resp. in der Anregung, welche durch
dasselbe zur Ausfiillung dieser Liicken gegeben sein mochte.
So z. B. ist die im 5. Capitel exponirte Methode des arith-
metischen Mittels nur auf solche geschlossene Flichen an-
wendbar, welche dberall convex**) sind. Sollte es in Zu-
kunft gelingen (was ich lange Jahre vergeblich angestrebt
habe), diese hochst unangenehme Einschrinkung durch eine
geeignete Modification jener Methode, resp. durch die Sub-
stitution einer neuen Methode zu beseitigen, so wiirde da-

*) Im 6. Capitel habe ich vorausgesetzt, dass die gegebene ge-
schlossene Fliche zweiten Ranges und keine zweisternige sei (vgl. die
Definitionen Seite 167, 168), ferner vorausgesetzt, dass die auf der
Fliche vorgeschriebenen Werthe f daselbst stetig sind, und nachge-
wiesen, dass die dort exponirte Methode des arithmetischen Mittels
unter diesen Voraussetzungen zu einer Function Q (Seite 208) fihrt,
welche innerhalb der Fliche die bekannten Potentialeigenschaften be-
sitzt, und auf der Fliche selber die vorgeschriebenen Werthe f besitzt.

Bei diesem Nachweise ist offenbar jener hochste Grad der mathe-
matischen Strenge, die sogenaunte arithmethisehe Evidenz noch keines-
wegs erreicht, Doch wird dieselbe auf dem eingeschlagenen Wege er-
reichbar sein, sobald man zu den schon genannten Voraussetzungen noch
weitere Einschréinkungen hinzutreten lisst, nimlich annimmt, dass dic
gegebene Fliche aus lauter Flachenstiicken erster und zweiter Ordnung
zusammengesetzt ist, und ferner annimmt, dass die vorgeschriebenen
Werthe f gleichmdssig stetig sind.

**) Genauer ausgedriickt: nur auf solche Flichen anwendbar, welche
zweiten Ranges und keine zweisternigen sind (vgl. die betreffenden
. Definitionen, Seite 167, 168).
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durch nicht allein ein befriedigender Beweis des Dirichlet-
schen Princips, sondern zugleich eine Position gewonnen sein,
welche fiir die ganze Theorie des Potentials von grosster
Wichtigkeit wire. Mancher beschwerliche Weg, den ich im
vorliegenden Werk einzuschlagen gezwungen war*), und
den der Leser sofort als einen Umweg erkennen wird, wiirde
alsdann durch einen directern Weg ersetzt werden konnen.
Ueberbaupt wiirde alsdann Aussicht vorhanden sein, die
ganze Theorie des Potentials in ein wissenschaftliches Ge-
biude von einheitlichem Plan und gleichmissiger Strenge zu
verwandeln.

Fiinfte Bemerkung. — Wenn die bisherigen Bemer-
kungen sich ausschliesslich auf die Theorie des Newton'schen
Potentials im Raume bezogen, so ist hinzuzufiigen, dass
Analoges von der Theorie des Logarithmischen Potentials in
der Ebene gilt. Nur sind selbstverstindlich statt der ge-
schlossenen Fldchen in diesem letztern Fall geschlossene Cur-
~ ven zu denken. )

Sechste Bemerkung. — Um die Theorie des Logarith-
mischen Potentials mit der des Newton'schen moglichst con-
form zu gestalten, habe ich mir erlaubt, die Zahl = in der
Ebene und die Zahl 2z im Raume mit ein und demselben
Buchstaben, ndmlich mit @ zu benennen. Doch bin ich
weit entfernt, hiermit irgend welche Neuerung, irgend welche
Uminderung in althergebrachten Bezeichnungen anstreben zu
wollen. Vielmehr soll jener Buchstabe @ nur.ganz vordiber-
gehend, zur augenblicklichen Bequemlichkeit angewendet sein.
Vielleicht wire es besser gewesen, statt des Zeichens @ das
Product hz einzufithren, mit der Festsetzung, dass h =1
sein solle in der Ebene, und = 2 im Raume.

*) Namentlich im 3. Capitel. — Um die Existenz der fiir jenes
Capitel wichtigen Function y ausser Zweifel zu stellen, habe ich da-
selbst schliesslich (Seite 107) meine Zuflucht genommen zu der be-
kannten Gauss’schen Variationsmethode, welche, obwohl-ebenfalls be-
denklich, doch bei genauerem Nachdenken viel sicherer wenigstens
erscheint als diejenige Variationsmethode, durch welche Dirichlet zu
dem nach ihm benannten Princip gelangt.

Leipzig, 27. April 1877.
Dr. C. Neumann.
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Berichtigungen.

I. Auf Seite 125 in der letaten Zeile ist statt — oo das Zeichen
oo zu setzen,

II. Auf Seite 127 in der Note muss statt blT gesetzt werden: co.
Demgemiiss fiihren also die in der dortigen Note mit Bezug auf den
Raum angedeuteten Betrachtungen zu ganz anderen Resultaten, als die
im Texte selber mit Bezug auf die Ebene angestellten Betrachtungen.
Und demgemiiss ist z. B. auch der auf Seite 128 ausgesprochene Satz
auf den Fall der Ebene zu beschriinken, nimlich unrichtig fiir den
Raum. Gliicklicherweise sind die in jenem § 3 angestellten Unter-
suchungen nur beildufiger Natur; so dass also die eben bemerkte Un-
richtigkeit auf den Inhalt der weiter folgenden §§ ohne Einfluss- ge-
blieben ist,



Erstes Capitel.

Die allgemeine Theorie des Potentials, namentlich die
Siitze von Gauss und Green.

Es seien zwei concentrische Kugelflichen ¢ und s ge-
geben. Inmerhalb der kleineren ¢ befinde sich eine beliebige
Masse M, und ausserhalb der grosseren s eine ebenfalls be-
liebige Masse M, wihrend der schaalenférmige Raum zwischen
den beiden Flichen vollkommen leer sein mag. Legen wir
nun unseren Betrachtungen das Newton’sche Gesetz zu
Grunde, so konnen wir offenbar die Potentiale Q und W
dieser Massen M und M auf irgend einen zwischen ¢ und s
gelegenen Punct (7, #, ) in folgender Weise darstellen:

A B r
Q=F+F+’Ts+ ...... )
W=A4+Br+Cr*+4+Dr34...... ,
wo die Coefficienten, A, B, I, ... ., 4, B, C, D, . ...

Functionen von &, @ sind. Selbstverstindlich sollen », &, @
* die Polarcoordinaten des betrachteten Punctes bezeichnen, so
dass also z. B. r die Entfernung des Punctes von dem ge-
meinschaftlichen Centrum der beiden Kugelflichen vorstellt.
Soll nun das Gesammtpotential (Q 4~ W) fiir alle Puncte
des von 6 und s begrenzten schaalenférmigen Raumes con-
stant sein, so miissen offenbar jene Coefficienten A, B, I,
....,4, B, C, D, .. .., mit Ausnahme von 4, simmt-
lich verschwinden, und A selber einen constanten Werth haben,
Mit anderen Worten: Soll die Gesammtwirkung der beiden
gegebenen Massen M und M innerhalb des betrachteten .
schaalenformigen Raumes iiberall = O sein, so miissen die
Wirkungen jener Massen daselbst einzeln = O sein.
Merkwiirdiger Weise bleibt dieser Satz auch dann noch
giltig, wenn der betrachtete schaalenférmige Raum nicht

Neumann, Potential. 1
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von Kugelflichen begrenzt, sondern von ganz beliebiger Ge-
stalt ist. .

Denken wir uns nimlich einen schaalenformigen Raum @,
der von swei beliebigen geschlossenen Flichen begrenzt ist,
und denken wir uns ferner zwei Massensysteme M und M,
die ausserhalb dieses Raumes © gelegen, und durch den-
selben von einander getrennt sind, so kann die Gesammt-
wirkung dieser beiden Systeme immerhalb des Raumes € nicht
wberall = O sein, — es sei denn, dass die Wirkungen jener
beiden Systeme daselbst einzeln = 0 sind.

In der That werde ich im gegenwiirtigen Capitel eine

" Reihe allgemeiner Eigenschaften des Potentials*) entwickeln,
aus welchen der eben genannte Satz schliesslich ohne Miihe
hervorgeht.

Zuvor aber werde ich (was fiir meine spiiteren Zwecke
erforderlich ist) eine moglichst gedriingte Uebersicht zu geben
suchen iiber die Potentialtheorie im Allgemeinen, oder (ge-
nauer ausgedriickt) ilber die Theorie des Newton'schen Poten-
tials, und zugleich auch iiber die im Ganzen parallel laufende
Theorie des Logarithmischen Potentials; wobei von vornherein
bemerkt sein mag, dass ich bei ersterer Theorie stets einen
Raum von drei, bei letzterer hingegen einen Raum von nur
zwei Dimensionen meinen Betrachtungen zu Grunde legen
werde. ¥¥) .

Absichtlich sage ich, dass mit der Theorie des Newton-
schen Potentials die des Logarithmischen Potentials im Ganzen -
parallel laufe. Denn man wiirde sehr irren, wenn man

*) Im Grunde genommen werde ich allerdings hier nyr diejenigen
Siitze zu wiederholen haben, welche bereits vor einigen Jahren in den
Mathematischen Annalen (Bd. 8, Seite 325 und 424) von mir publicirt
worden sind. Nur hoffe ich meiner Darstellung gegenwiirtig eine
grossere Einfachheit und Durchsichtigkeit zu geben, indem ich die
Potentiale nicht (wie dort geschehen) als Functionen, die gewissen Be-
dingungen zu entsprechen haben, sondern unmittelbar durch die thnen
2u Grunde liegenden Massen definiren werde.

*%) Bei dieser Uebersicht werde ich die betreffenden Sitze meisten-
theils nur historisch angeben, indem ich hinsichtlich ihrer Begriindung
theils auf die Originalabhandlungen von Green und Gauss, theils auf
die vortrefflichen Lehrbiicher von Clausius, Riemann - Hattendorf und
Dirichlet-Grube verweisen kann,
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glauben wollte, dass jeder Satz der einen Theorie sich un-
mittelbar auf die andere iibertragen lasse. So ist z. B. in
der Theorie des Newton'schen Potentials folgender Satz be-
kannt:

Bezeichmet 6 eine gegebene geschlossene Fliche, und V
das Potential irgend welcher unbekannten innerhalb 6 ge-
legener Massen, so wird dieses Polential V fiir alle Puncte

ausserhalb ¢ vollig bestimmt sein, sobald nur seine Werthe A

auf & selber gegeben sind.

Versucht man aber zu diesem Satz den analogen in der
Theorie des Logarithmischen Potentials zu finden, so wird
man auf nicht unerhebliche Schwierigkeiten stossen, ja in
Zweifel gerathen, ob ein solcher iiberhaupt existire. Diese
Schwierigkeiten werde ich in der gegenwirtigen Schrift zu
iiberwinden suchen, allerdings erst in einem spditeren Capitel.
Fiir den Augenblick wollte ich hier nur bemerken, dass die
in Rede stehenden beiden Theorien (wie aus dem angefiihrten
Beispiel deutlich hervorgeht) nicht¢ iiberall parallel sind, son-
dern mancherlei Discrepanzen darbieten. Und gerade diese
Discrepanzen sind es, welche mich bewegen, der so wichtigen*)
Theorie des Logarithmischen Potentials dieselbe Sorgfalt zu-
zuwenden, wie der des Newton’schen.

Die Theorie des Newton’schen Potentials handelt bekannt-
lich von einer Materie, welche beliebig im Rawume vertheilt
werden kann, und fiir welche das Potential zweier Massen-
theilchen p, m den Werth besitzt:

m

E 9
wo E die Entfernung bezeichnet. In analoger Weise handelt
die Theorie des Logarithmischen Potentials von einer fingirten
Materie, welche auf beliebige Weise in der Ebene vertheilt

*) Wichtig nenne ich die Theorie des Logarithmischen Potentials
theils in Folge ihrer Beziehung zur allgemeinen Functionentheorie, nament-
~ lich zum Dirichlet’schen Princip und zur Theorie der sogenannten
conformen Abbildung, theils in Folge ihrer Beziehung zu gewissen
electrodynamischen Problemen (Durchgang des elektrischen Stromes durch
eine diinne Metallplatte von beliebiger Form), theils endlich in Folge
von mancherlei Anregungen, die in ihr fiir die Weiterentwicklung der
Theorie des Newton’schen Potentials enthalten sind.

1
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werden kann, und fiir welche das Potential zweier Massen-
theilchen g, m den Werth hat

'ym](;g —é.— d.i. —umlogE,

wo wiederum E die Entfernung und log den natiirlichen Loga-
rithmus bezeichnet. *)

’ § 1. ,
Definition des Logarithmischen und Newton’'schen Potentials.

Nehmen wir an, dass zwischen irgend zwei Massenpuncten
w (e, B, ) und m (x, y, 2) eine Abstossungskraft B vor-
handen sei, welche umgekehrt proportional ist mit der gte
Potenz ihrer Entfernung E:
R—tr
E’
so werden die Componenten X, Y, Z der von u auf m aus-
geiibten Wirkung die Werthe besitzen:

X_tmz—c_umdE__ _  OfE)
EF E E oz ox ?
y—tmy—6__wmok__ ., 0(E)
E E 9y oy ’
m g — m o0E of(E
kS e
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
‘dE

W= f(E) + Const.

Analoges gilt fiir ein System von beliebig vielen Massen-
puncten g, g,, #,, . . . . Sind ndmlich X, Y, Z die Com-

*) Der Name ,, Logarithmisches Potential*‘, der von mir im Jahre
1861 in meiner Abhandlung tiber die Integration der partiellen Diffe-
rentialgleichung

204 20

oat oy
(Borchardt’s Journal, Bd. 59, 8. 335) eingefiihrt wurde, ist seit jener
Zeit wohl allgemein adoptirt worden. Wenn ich damals den Ausdruck
+ umlog E als Werth des Potentials festsetzte, gegenwiirtig. aber
— umlog E, so wird diese kleine Aenderung dazu beitragen, zwischen
der Theorie des Logarithmischen und der des Newton’schen Potentials
in vielen Puncten eine bessere Uebereinstimmung hervorzubringen,
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pouenten der von diesem System auf m (z, y, 2) ausgeiibten
Wirkung, so ist offenbar:

b QR (05 T () EER v

—_m

ox’
Y= - QI B ) 0V
y oy
7 B A ufE ) 0V
0z oz’

wo E, E,, E,, ... die Entfernungen der Puncte g, g, t, . . .
von m bezeichnen. Den hier eingefithrten Ausdruck

mV =m (uf(E) + u,f(E)+..... )

nennen wir das Potential des gegebenen Systems g, g, , g, .. ..
auf die Masse m (z, y, 2); und gleichzeitig nennen wir ¥V
selber das Potential des Systems auf den Punct (z, y, 2),
das soll heissen auf eine in diesem Punct concentrirt ge-
dachte Massencinheit.

Das Logarithmische Potential. — Fiir g = 1 erhalten
wir aus (1.), (2.):

R =tr,
dEJ,E = log E + Const.,

mithin:
f(E)=— logE=log1%,
also nach (3.):

L
m¥V =m (ulog g + p log 3+ -+ )
oder kiirzer:

mV=m2ylog%7;

dies ist das sogenannte Logarithmische Potential, bei dessen
weiterer Behandlung wir uns stets auf solche Massen be-
schrinken werden, die in ein und derselben Ebene liegen.
Ist das System g, w,, #,, ... von unverdnderlicher Lage,
und bezeichnet man die Polarcoordinaten des beweglichen
Punctes m mit r, 0, so wird ¥ eine Function von (r, o)
sein. Die analytische Beschaffenheit dieser Function kann
leicht niher angegeben werden unter Anwendung der be-

kapnten Formeln: .
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5.e log —log +—~cos(o——co)—|— cos2(o—w)+ oe (falls @ > 1),

5.8 logF=log7+7cos(o m)—|— cos2(o—m)—|— -o- (falls @ < 7).

Hier bezeichnet E die gegenseltlge Entfernung der Puncte
w, m; ferner sind @, @ die Polarcoordinaten von g, und r, o
diejenigen von m.

Liegen z. B. simmtliche Puncte g, u,, g,, . . . ausser-
halb eines um den Anfangspunct beschriebenen Kreises, wih-
rend m im Innern desselben sich beliebig bewegt, so er-
halten wir aus (4.) durch Anwendung von (5.«):

6. - mV=mV,+Fr+Gr*+Hrd 4+ ...... )
wo- V,, F, G, H, . die Werthe haben:
Y, —Zylog
F = s (0—‘2,
G chos‘z(o—m)
. w cos 3(0 — w)
H = )

Man erkennt sofort, dass ¥V, denjenigen speciellen Werth re-
prisentirt, welchen V im Mittelpunct des Kreises besitzt,
wihrend ¥, G, H, . . . Functionen von o sind.

Liegen, um zu einem- anderen Beispiel iiberzugehen,
simmtliche Puncte p, g, p,, . . . innerhalb eines um den
Anfangspunct beschriebenen Kreises, wihrend m ausserhalb
desselben sich nach Belieben bewegt, so erhalten wir aus (4.)
mit Hiilfe von (5. g):

F G H
7. mV=m(Mlog»;-~—|—7-|—r_2-+;§_|_....>,
wo M, F G H, . die Werthe besitzen:
M Xu,

F = Xug cos (0 — w),
G = 13 pg?cos 2(0 — w),
H =} ug?cos 3 (0 — o),

¢ . .
L 3
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Es reprisentirt also M die Gesammtmasse des gegebenen
Systems, wihrend F, G, H, . . . Functionen von o sind.
Das Newton’sche Potential. — Filr g — 2 erhalten wir

aus (1.), (2.), (3.):

R =t
dEJzE = 1% + Const., mithin: f(E) = 11«1 ,
"I«V=m(EL+%:_+%+ ..... >’

oder kiirzer:

Z’#.
mV=m R

dies ist das Newtfon'sche Potential, oder (genauer ausgedriickt)
das dem Newton’schen Gesetz entsprechende Potential.

Ist das Massensystem g, g,, #,, . . . von unverinder-
licher Lage, und sind », o, ¢ die Polarcoordinaten des be-
weglichen Punctes m, so wird ¥ eine Function von », o, ¢
sein. Die analytische Beschaffenheit dieser Function kann
niher explicirt werden durch- Anwendung der bekannten
Formeln:

5=+l Pilcosy) + I Py(cosy) - (giitig fir o> 1),

1 1 2 ]
E= 7 +:,g' Py (cos p) +,(‘:;‘ P, (cosy) + -+ (giiltig fiir < 7).

Hier bezeichnet E die gegenseitige Entfernung der Puncte
u, m; ferner sind ¢, @, & und r, o, ¢ die Polarcoordinaten
dieser Puncte; und endlich ist:

cos = cos & cos ¢ 4 sin & sin £ cos (@ — 0),

mithin y selber der Neigungswinkel von ¢ gegen 7.%)
Liegen z. B. simmtliche Puncte g, w,, g,, . . . ausser-

halb einer um den Anfangspunct beschriebenen Kugelfliche,

m hingegen innerhalb derselben, so folgt aus (8.) und (9.«):

*) Ausserdem sind unter P, P,, P;, . . . die bekannten Laplace-
schen Functionen, die sogenannten Kugelfunctionen zu verstehen,

10.
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mVe=m(Vy+ Fr+4 Grr4Hrd 4 ..... )
wo V,, F, G, H,-. . . die Werthe haben:

r-S,
F =2#_Pt.<;Lv),

G =2££»_(§£_Q,

Offenbar représentirt V;, denjenigen Specialwerth, welchen V
im Mittelpunct der Kugelfliche besitzt; wihrend F, G, H,...
Functionen von o, ¢ sind. .

Liegen, um ein anderes Beispiel anzufithren, simmt-
liche Puncte g, u, #,, . . . innerhalb einer um den Anfangs-
punct beschriebenen Kugelfliche, m hingegen ausserhalb, so
folgt aus (8.) und (9.8):

M, F 6 H
mV=m (T tatituto),
wo M, F, G, H, . . . die Werthe haben:
M=Xgu,

F =ZXpo P, (cosy),
G = X pg* P, (cos p),

Es reprisentirt also M die Gesammtmasse des gegebenen
Systems, wéhrend F', G, H, . . . Functionen von o, ¢ sind.

Zusammenstellung der Formeln. — Die soeben erhalte-
nen Resultate lauten

fiir das Logarithmische Potential | fiir das Newton’sche Potential im
in der Ebene: Raume:
1
V=E(y.log~E), V=E§—,
V=V,+Fr+ Gri4-.--, V=V, +Fr46GGr*4--.-.,
1 F , G . M ¥ G
V=M]og_r_+.r+’_2+.’ V=—’— +r3_+}57 +....,

wo (wie schon bemerkt) ¥V, den Werth von V7 im Mittel-
punct der betrachteten Kreislinie oder Kugelfliche, und M
die Gesammtmasse des gegebenen Systems bezeichnet.
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Lassen wir, was die Formeln (15.) betrifft, den Punct
m (z, y, 2) ins Unendliche riicken, so erhalten wn', falls M
von O verschieden ist:

V, =0,

V,=—c¢00, -
wo ¢ = -} 1 oder = — 1 ist, je-

nachdem M positiv oder negativ.

Fiir den speciellen Fall M = 0 nebmen die Formeln (15.)
folgende Gestalt an:

F G | F G
Vet e , !‘ Vet ot
und hieraus ergiebt sich: !und hieraus ergiebt sich:
Vw = 07 Veo = 0.

Abgesehen von diesem Specialfall: M = 0, zeigen also
das Logarithmische und Newton’sche Potential fiir unendlich
ferne Puncte ein sehr werschiedenes Verhalten, indem das
eine oc, das andere O wird [vgl. (16.)]. Dieser Unterschied
ist charakteristisch, und die Ursache von mancherlei Diver-
genzen in den betreffenden Theorien.

§ 2.
Die zuniichst liegenden Eigenschaften des Potentials,

Hiilfsats. — Ist die Function
f)=A+ Br+Cr*4Drd4 ...
innerhalb eines beliebig kleinen Intervalles:

r =
constant, so wird sie iiberall constant sein, so weit die an-
gegebene Entwicklung giiltig ist.*)

Ueber die Constanz des Potentials. — Gestiitzt auf die
Entwicklungen (14.) gelangen wir, unter Anwendung des
eben genannten Hiilfsatzes, zu folgendem Ergebniss:

Ist & ein susammenhingendes Gebiet der Ebene resp. des
Raumes, und V ein Polential, dessen Massen ausserhalb

*) Ich werde den Beweis dieses Hiilfsatzes am Schluss des gegen-

wirtigen Capitels (in § 16.) mittheilen,

16.

17.

18.
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® liegen, so kann V in keinem noch so kleinen Theil von &
constant sein; — es sei denn, dass es in (& allenthalben con-
stant wdre.*)

Dieser Satz gilt sowohl fiir das Logarithmische Potential
in der Ebene, als auch fiir das Newton’sche Potential im
Raume. Im erstern Fall wird unter & eine ebene Fliche,
mithin unter einem Theil von & ebenfalls eine Fliche, im
andern Fall unter & ein Raum, mithin unter einem ZTheil
von & ebenfalls ein Raum zu verstehen sein.

Die Stetigkeit des Potentials und die Laplace’sche
Differentialgleichung. — Ist V' das Potential beliebig ge-
gebener Massen auf einen variablen Punct (z, y) resp. (z, y, 2),
so gelten [wie unmittelbar aus der Definition (13.) sich ergiebt]
folgende Sitze:

V selber und seine simmtlichen Ableitungen beliebig hoher
Ordnung :

vV v I oV vV 8V
P’ oy’ ‘ 9’ 3y’ 92’
rV avV. eV eV rvV
0%’ Jx oy’ 0y? ’ oxt ' dxdy ' "
»V 4

a?,.. a7,...

bletben stetig, so lange der variable Punct ausserhalb jener
Massen bleibt.
V geniigt der Differentialgleichung:

rv v AN .
dar T oy =0 e T T =0

wiederum so lange, als der variable Punct ausserhalb der
gegebenen Massen bleibt.
§ 3.

Das Potential einer Masse, die iiber ein gegebenes Gebiet der
Ebene resp. des Raumes stetig ausgebreitet ist.

Die Dichtigkeit. — Diese ist (nach iiblicher Definition)
gleich dem Massenelement, dividirt durch das zu seiner Aus-

*) Vergl. den § 15 des gegenwiirtigen Capitels.
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breitung dienende Flichen- oder Raum-Element. Denkt man
sich also die Masse M iiber ein gegebenes Gebiet & der
Ebene oder des Raumes in stetiger Weise ausgebreitet, und
bezeichnet man irgend ein Element von & mit dadp resp.
dadfdy, ferner die in diesem Element enthaltene Masse
mit dM, so wird die daselbst vorhandene Dichtigkeit d den
Werth haben:

5 — _GM ; §— M
~ dadf’ ' ~ dadfdy’
woraus folgt: iworaus folgt:
dM = ddeadf. '! dM = ddeadfdy.

Der ganze Betrag M der gegebenen Masse ist somit aus-
driickbar durch:

M= [[ddadp, I M= [[fodadpdy,
die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente des gegebenen
Gebietes .
Allgemeine Form des Potentials. — Bildet man das

Potential ¥V dieser Masse M auf einen variablen Punct (z, y)

resp. (¢, y, #), so erhilt man [vgl (13.)]:

V=ff(log 117) sdadf, —jfjédadﬁdy

wo E die Entfernung jenes Punctes von den einzelnen Massen-
elementen ddadp resp. ddadfdy bezeichnet.

Beispiel. — Denkt man sich die gegebene Masse M
gleichmissig ausgebreitet iiber eine Kreisfliche oder iiber
einen Kugelraum vom Radius A, so bestimmt sich die Dichtig-
keit 0 durch folgende Formel:

| 4
nA?d =M, | 5 ASG =M.

Bezeichnet nun V' das Potential dieser Masse M auf einen
variablen Punct, so findet man leicht*):

1 M
V = M log re) V=-‘77
oder: oder:
V= _"T" r* + Const., V= — ?fi’ r? 4 Const.,

*) Man erhilt die Formeln linker Hand am Bequemsten durch An-
wendung der Entwickelungen (5. @, §). Andererseits ist die Ableitung
der Formeln rechter Hand allgemein bekannt,

21,

22, bis

22,

23. a

23.1
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wo 7 die Centraldistanz des Punctes vorstellt; und zwar findet
man den Werth (23.a) oder (23.1) jenachdem der Punct ausser-
halb oder innerhald M liegt. — Die in (23.i) vorhandene
Const. ist leicht angebbar; man findet némlich:

Const, = m 8 A’(—%— + log —%) ,

' Const. == 2wdA?.

 Die Stetigkeit des Potentials und die Laplace'sche
Differentialgleichung. — Ist die Masse M iiber ein gegebe-
nes Gebiet der Ebene resp. des Raumes in stetiger Weise
ausgebreitet, und bezeichnet man ihr Potential auf den Punct
(x, y) resp. (x, y, 2) mit ¥V, so werden

ov v 0¥ oV oV
? oz’ o0y 'ox? 0y’ 0z
im Allgemeinen sfetig sein; auch wird im Aligemeinen die
Gleichung stattfinden:

eV |, oV *;V |V | &tV

v

wo 0 die Dichtigkeit der Masse M im Puncte (x, y) resp.
(z, y, #) bezeichnet.

Strenger genommen lauten diese Sitze, wie namentlich
Gauss und Dirichlet gezeigt haben, folgendermassen:

Die Functionen (24.) sind im Puncte (x, y) resp. (x, y, 2)
stetig, falls die Dichtigkeit 0 im Bereich dieses Punctes end-
lich ist.

Die Laplace’sche Differentialgleichung (25.) ist im Puncte
(=, y) resp. (z, y, 2) gultig, falls die Dichtigkeit & im Be-
reich dieses Punctes endlich und stetig ist.*)

Hier ist unter dem Bereich des Punctes eine um den-
selben beschriebene kleine Kreisfliche resp. Kugel zu ver-
stehen,

*) Am Bequemsten gelangt man bekanntlich zu diesen Sitzen (27.),
(28.), indem man ausgeht von der Formel (23.i). Die strengeren Be-
grindungen findet man, soweit sie den Rawm betreffen, in Gauss’
allgemeinen Lehrsitzen Art. 9, 10, 11; und soweit sie die Ebene be-
treffen, durch ein analoges Verfahren.
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§. 4.

Das Potential einer Masse, die iiber eine gegebene Curve
resp. Fliche stetig ausgebreitet ist.

Die Dichtigkeit. — Diese ist (nach tiiblicher Definition)
gleich dem Massenelement, dividirt durch das zu seiner Aus-
breitung dienende Curven- oder Flichen-Element. Denkt
man sich also die Masse M iiber eine gegebene Curve oder
Fliche ¢ in stetiger Weise ausgebreitet, bezeichnet man
ferner ein Element von ¢ mit do, und die auf d 6 vorhandene
Masse mit dM, so wird die daselbst vorhandene Dichtigkeit

0 den Werth haben:
dM

0= ——

de’
woraus folgt:
dM = ddoe.
Demgemiiss ist der ganze Betrag M der gegebenen Masse
ausdriickbar durch:

M= [dds,

die Integration hinerstreckt iiber alle Elemente do der ge-
gebenen Curve oder Fliche.

Aligemeine Form des Potentials. — Bildet man das
Potential 7 der betrachteten Masse M auf einen gegebenen
Punct (z, y) resp. (z, y, £), so erhdlt man:

V=f(logi,~) dde, ” V=‘ff%,

wo E die Entfernung jenes Punctes von den einzelnen Ele-
menten ddo bezeichnet.

Beispiel. — Denkt man sich die gegebene Masse M
gleichmissig ausgebreitet iiber eine Kreislinie resp. Kugel-
fliiche ¢ vom Radius A, so bestimmt sich ihre Dichtigkeit ¢
durch die Formel:

27Ad =M, [ 4wA?0 = M.

Bezeichnet nun ¥V das Potential dieser Masse M auf einen
variablen Punct, so erhilt man#):

*) Hier ist Analoges zu bemerken, wie in der Note auf Seite 11.

29, bis

30,

3L
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2=

¥V = M log % V=
oder oder

V=Mlog 5, V=17,

wo r die Centraldistanz des Punctes vorstellt; man findet
nimlich den Werth (32.a) oder (32.i) jenachdem der Punct

‘ausserhalb oder innerhalb ¢ liegt.

1 Die Laplace’schen Relationen. —

P Es sei V das Potential einer Masse M,

T~ die auf einer gegebenen Curve oder

Fliche o in stetiger Weise ausgebreitet

~.. ist. Sind nun 2z, ' zwei einander un-

"\ endlich nahe Puncte zu beiden Seiten

» von 6, ferner v, v’ die in diesen Puncten

auf ¢ errichteten Normalen, endlich ¥V, ¥’ die daselbst vor-

handenen Werthe des Potentials, so werden im Allgemeinen
die Relationen stattfinden®):

V=7V, V=7V
ov ov’ ov |, oV’
a~7—-|—57=—2n6, 8_v+3—v—’=_4ﬂ6’

wo 0 die an der Stelle (x, ') vorhandene Dichtigkeit be-
zeichnet. Strenger ausgedriickt lauten die betreffenden Sitze
folgendermassen:

Die Formeln (33.) sind giiltig, falls 6 im Bereich der
Stelle (z, ") stetig gekriimmt, und 0 daselbst endlich ist.
Mit anderen Worten: Die Stetigkeit des Potentials wird, falls
diese Bedingungen erfiillt sind, in der gegebemen Curve oder
Fliche keine Unterbrechung erleiden.

Die Formeln (34.) sind giiltig, falls 6 im Bereich der
Stelle (xz, z') stetig gekrimmt, und O daselbst endlich
und stetig ist.*®)

Bemerkungen. — Der Satz (35.) ist richtig; doch ver-
langen wir 2u wiel, wenn wir stetige Kriimmung fordern.
Denken wir uns z. B. eine gewthnliche Cycloide um ihre

*) Am Bequemsten (aber allerdings nicht auf strengem Wege)
gelangt man zu diesen Relationen (33.), (34.) auf Grund der Formeln
(32.a,i).
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Grundlinie gedreht, so wird jener Satz (35.) fiir die so ent-
stehende Rotationsfliche an allen Stellen, auch in jedem der
beiden Pole giiltig sein, — trotzdem dass der Kriimmungs-
radius in einem solchen Pole =0, die Krtimmung selber
dort also == oo ist. — Allgemein darf in (35.) die Bedingung
stetiger Kriimmung ersetzt werden durch die (Weniger hei-
schende) Anforderung der stetigen Biegung, d. i. durch die
Anforderung, dass die Richtung der Tangente resp. der
Tangential - Ebene im Bereich der betrachteten Stelle (z, z")
in stetiger Weise variire. — Ja noch mehr: Der Satz (35.)
bleibt sogar giiltig, wenn die stetige Biegung der gegebenen
Curve oder Fliche in einzelnen Puncten (Ecken), resp. in
einzelnen Puncten und Linien (Ecken und Kanten) unter-
brochen ist.*)

Auch beim Satze (36.) verlangen wir eu viel, wenn wir
stetige Kriimmung fordern; doch wiirden wir su wenig ver-
langen, wenn wir nur stetige Biegung fordern wollten. Um der
wahren Mitte uns mehr zu néhern, betrachten wir zunichst den
Fall des Logarithmischen Potentials. Denken wir uns die ge-
gebene Curve ¢ auf ein Coordinatensystem g, « bezogen, dessen
Axen durch die
in (z, =) con-

struirte Tan-
\ a gente und Nor-
male dargestellt
sind, so kann in
(36.) die Bedin-
gung der stetigen
Kriimmung ersetzt werden durch die (Weniger heischende)

Anforderung, es solle die Gleichung der Curve im Bereich
der Stelle (z, z’) die Gestalt besitzen:

_ a=¢*+!f(p),
wo A4 eine Constante bedeutet, die grisser als Null ist, und
f (o) eine stetige Function vorstellt.
Andererseits ist im Falle des Newton'schen Potentials
jene in (36.) ausgesprochene Bedingung der stetigen Kriim-

x' (4
x

*) Solches ergiebt sich im Raum aus Gauss’ allgemeinen Lehr-
siitzen Art. 12; und in der Ebene durch analoge Betrachtungen.

87
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mung ersetzbar durch die ndmliche Anforderung (37.), dieselbe
bezogen gedacht auf alle Hauptschnitte der gegebenen Fliche
an der betrachteten Stelle.*)

§ 5.
Collectivbezeichnungen.

Es wird zweckmissig sein, fiir unsere weiteren Betrach-
tungen iiber das Logarithmische und Newtonw'sche Potential

folgende Collectivbezeichnungen festzusetzen :

=1 B h=2 )
1 1
T = IOg E . T = i
r = (x, y); r = (2, 9, £),
dt = dzdy, dt = dzdydz,
_ o2 2 ’ . o ot o2
A= %t T b= m t+ 57 t+ 5
AN \* _ (2 2\? 2\?
E=(ow) + () |E= () @) 6
@ =m, d i gleich der halben||®™ = 2w, d. i. gleich der halben
Kreislinie vom Radius Eins, Kugelfliche vom Radius Eins.

In der That bemerkt man, dass viele der vorhin fiir das
Logarithmische und Newfon'sche Potential aufgestellten Sitze
durch Anwendung dieser Bezeichnungen**) eine gemeinschaft-
liche Form gewinnen wiirden.

*) Man findet den Beweis dieser Behauptungen, soweit sie den
Raum betreffen, in Gauss’ allgemeinen Lehrsiitzen Art. 13, 14, 15, 16;
und, soweit sie die Ebene betreffen, durch ein analoges Verfahren,

*¥) Reprisentirt f=f(x, y, 2) eine beliebig gegebene Function
der Coordinaten, so versteht bekanntlich Lamé unter Af und A,f
die Ausdriicke:

a f 2 a f 2 a f 2
ar=) (55) + () + )"
o*f o*f o*f
Agf = —3—5-2 + a—y. + 37 .
Zugleich nennt Lamé das A,f den Differential- Parameter erster Ord-
nung, und ebenso A,f den Differential-Parameter zweiter Ordnung. —
Unsere Bezeichnungsweise ist einfacher und kiirzer., Denn wir be-
zeichnen das A,f kurzweg mit Af, andererseits das Quadrat von A,f
mit Ef.
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8 6.

Die Green’schen Formeln.*)

Wir beginnen mit einem bekannten und leicht zu be-
weisenden Formelsystem.

Erstes System von Formeln. — Bezeichnet 6 cine ge-~

schlossene Curve oder Fliche mit der innern Normale v, und
bezeichnet ferner = f(x,y) oder f=/f(x,y, 2) eine inner-
halb ¢ diberall stetige Function, so gelten die Formeln:

jf§£dxdy=— fg%da, ’ffﬁ—£Myclz=—fff?£¢la,

‘//?;(dey=—jfg—gda, ‘fjf%dxdydz:—/flggda,
‘ l L) b .

iwffjgzdmlydz=—f/f2ida;

wo n jeder Formel das Integral links iiber das von & wm-
schlossene Gebiet, das Integral rechts iiber 6 selber sich ausdehnt.

In diesen Formeln ist hekanntlich:

02 o 003 4 0% e cos u
ov ! ! ov !
a2y b oy

=7 == COf ki 2% == cos P
Gy = 087, | E ( R

|
i o2
;‘ 5y =008 20,
wo u, v resp. #, v, w die Winkel vorstellen, unter denen
die Normale » gegen die Coordinatenaxen geneigt ist.

Auch kann man, falls ! irgend eine der Coordinaten
z, y resp. x, Y, 2 vorstellt, simmtliche fiinf Formeln (39.)
zusammenfassen in die cine Formel:

oal
gg'd't:—‘/fa;dﬁ’

wo dz die in (38.) genannte Bedeutung hat,

*) Vgl. die Green'schen Abh. in Crelle’s Journal, Bd. 39, 41, 47.
Wir sind leider gezwungen auf diese etwas monotonen Formeln genauer
einzugehen, weil wir von denselben vielfachen Gebrauch zu machen
haben.

Neumann, Potential. ' 2

39.
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Vermittelst der Formeln (39.) gelangt man sofort zu
weiteren wichtigen Sitzen, die folgendermassen zusammen-
gestellt werden konnen: -

Zweites System von Formeln. — Es sei 6 eine geschlossene
Curve oder Fliche mit der innern Normale v. Ferner seien

V=V(9), | V=7V (z,9,2),

W= Wz, y) | W= W(z,y,?2)

zwei gegebene Functionen der rechtwinkligen Coordinaten. Awuch
set vorausgesetzt, dass

ov. oV y 0V 3V oV
' oz 0y’ ' o9& By 97’
ow ow oW oW oW
W; ax ) ‘é]y' W, —a‘:c‘, ®@~, »a:zr

inmerhalb o allenthalben stetig sind. Alsdann gelten die

Formeln :
fAde = — [ s,
3 v
‘/g:V(AV)+(EV))dr=——ng-de6,

Jiraw) — waryae=—[(v3¥ Zwi¥)as,

wo der Index  eine Integration andeutet, welche sich aus-
dechnt iber das von 6 umschlossene Gebiet <.
Man gelangt nimlich zu (40.«), indem man in den For-

. . vV oV V oV oV
meln (39.) fiir f die Ableitungen g—w, g?/- resp. 327 37, 6—97
substituirt. Sodann gelangt man zu (40.8) dadurch, dass

man in den Formeln (39.) fiir f die Ableitungen Q%?, e

substituirt; und endlich zu (40.7), sobald man in jenen For-
meln fiir f die Groéssen (Va—a&— — W g{) , « . . substituirt.

Erfiilllen die Functionen ¥, W ausser den ihnen schon
auferlegten Bedingungen auch noch die Gleichungen AV =0,
AW =0, so geht die Formel (40.y) iiber in:

oW ooV ,
f(Va—v - W%—) 6 = 0;

und hieraus entspringen folgende weitere Sitze:
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Drittes System von Formeln. — Versteht man unter V
eine Function, welche ausser den vorhin genannten Dedingungen
der Stetigheit auch noch der Gleichung

AV =0
Geniige leistet, und versteht man ferner unter a und i swei

Puncte, von denen der eine ausserhalb, der andere innerhalb
6 liegt, so gelten die Formeln:

*( 1 0T® v
‘](Va—y—TaE do =0,

T oV
f(V—aT —T‘W)da=2‘dﬂ7{,

wo T und T (vgl. 38.) auf dic Entfernungen der Puncte a

und ¢ vom Elemente do sich bezichen.

Wir bemerken sofort, dass allen von uns tiber ¥V, W
gemachten Voraussetzungen Geniige geschieht, sobald wir fiir
V, W die Potentiale irgend welcher ausserhalb o gelegener
Massen nehmen. Und wir konnen daher

Ueber die Potentiale dusserer Massen uns folgender-
massen ausdriicken: Ist ¢ eine geschlossene Curve oder Fliiche
mit der innern Normale v, und sind V, W Potentiale, deren
Massen theils ausserhalb, theils auf o liegen, so gelten die
Formeln:

ov .
fv‘a; do —l—'ng V)dr =0,

Joror—wE)aems

or* oV
oT* 0V
f(v—a?—z"g;-) d6 =2V,
wo Te, T, sowie auch der Index I gemau dieselben Bedeu-
tungen haben wie in (40.e, B, . . . &).

Bemerkung. — Sind die Massen der Potentiale V, W

zum Theil auf ¢ ausgebreitet, so haben bekanntlich g—f , %%’
zu beiden Seiten von ¢ verschiedenc Werthe, die etwa zu be-
zeichnen sind mit

2.

40. 4

40. ¢

1. a

a.p

41. @
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A4 ow oV oW
(55)e (), wa (a ) ).
In den vorstehenden Formeln (41.«, B, . . &) sind durchweg

die Werthe auf der inmern Seite zu nehmen; so dass also
z. B. die erste jener Formeln eigentlich so zu sclmreiben ist:
.

f(gvz), do =0.

In der That wiirde die Formel, wenn man den Index 3
mit @ vertauschen wollte, fehlerhaft sein. Denn nehmen wir
z. B. an, V wire das Gesammtpotential irgend welcher

" ausserhalb ¢ gelegener Massen M, und einer auf ¢ ausge-

breiteten Belegung M,, deren Dichtigkeit 8, ist, so findet
[nach (34.)] die Relation statt:

)~ ()= —2we..

Hieraus aber folgt durch Integration

S, o —f(@])d =23 fo,as,

d. i ——2% M,;

und hieraus durch Subtraction der Formel (I.):

T ; )
‘/.(5;)“ (16= {ﬁMa,

woraus ersichtlich, dass das von uns betrachtete Integral
(1), (L) in der That, je nach Hinzufiigung des Index ¢ oder
a, sehr verschiedene Werthe hat. .

Ueber die Potentiale innerer Massen. — Liegen d1e
Massen der Potentiale ¥V, W nicht ausserhalb, sondern inner-
halb o, so gelten analoge Sitze. Eine kurze Andeutung
iiber die Ableitung dieser Sitze wollen wir geben, nachdem
wir dieselben zuvor ausgesprochen haben. Sie lauten:

Ist 6 eine geschlossene Curve oder Fliche mit der Gussern
Normale N, und sind V, W die Potentiale irgend welcher
Massen, die theils innerhalb theils auf ¢ liegen, und deren
Summe = M 1st, so gelten die Formeln:
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oV .
aN do = — 2% M,

fVana+fexf)dz—{§°|jvana+J(EV)dz_

namlich = 0, oder = 00, ,/cnach-. Der Index N soll andeuten dass
dem M gleich O oder von O ver-' die Integration sich ausdehnt, iber.
schieden ist. Der Index N soll!das ausserhalb der Fliche 6 be-
andeuten, dass die Integration' findliche Gebiet .

ausgedehnt ist dber das ausser- .

haldb der Curve ¢ licgende Ge-,

biet . \

(oW P14
‘/(Vyﬁ— W3~N*) (16———‘0,
T ; OV

(0T v .
j(VW— I g-ﬁ) do=2aV,.

In den beiden letzten Formeln sind unter a und i irgend zwe:
Puncte zu verstehen, von denen der eine ausserhalb, der andere
innerhald o liegt. Gleichzeitig beziehen sich T¢ und T¢ auf
die Entfernungen dieser Puncte vom Elemente do.

Die Ableitung dieser Sitze (42.) ist mit der der fritheren
Sitze (41.) einigermassen parallel. In #hnlicher Weise ndm-
lich, wie wir zu jenen friiheren Sitzen (41.) durch Anwen-
dung der Formeln (39.), (40.) auf das ¢nnerhalb ¢ liegende

Gebiet § gelangten, in ihnlicher Weise kénnen wir zu den”

gegenwirtigen Sitzen (42.) durch Anwendung eben derselben
Formeln auf das ausserhalb ¢ befindliche Gebiet % gelangen.*)
Dabei ist es zweckmissig, dem Gebiete 9 provisorisch eine
gewisse dussere Begrenzung zu geben, dargestellt durch eine
mit ungeheurem Radius beschriebene Kreislinie resp. Kugel-
fliche. Wir konnen alsdann die Werthe, welche V, W auf
dieser provisorischen Begrenzung besitzen, in Reihen ent-
wickeln [nach (15.)]. Haben wir nun unter Anwendung

*) Wir konnen %A das zu § complementare Gebict nennen, indem
beide Gebiete zusammen die ganze unendliche Ebene resp. den ganzen
unendlichen Raum ausmachen,

42 a

2.8

42. ¢y

42.4

42. ¢
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dieser Reihenentwickelungen die Formeln (40.) fiir das mit
einer provisorischen &ussern Grenze versehene Gebiet A
wirklich aufgestellt, so konnen wir schliesslich den Radius
dieser dussern Begrenzung ins Unendliche anwachsen lassen;
und hierdurch ergeben sich alsdann die Formeln (42.).
Bemerkung. — Liegen die Massen der Potentiale V, W

theils auf 6, so sind bekanntlich die Werthe von g—::, %‘:

zu beiden Seiten von 6 verschieden, und demgemiss etwa zu
bezeichnen mit:

G0 GR). wa Ga).r G

In den vorstehenden Kormeln (42.«, B, ... &) sind stets
die Werthe auf der dussern Seite zu nehmen; so dass z. B.
die erste dieser Formeln bei genauerer Schreibweise so lautet:

0
[(a—N _do=—2TM.

Besteht also z. B. die das Potential ¥ hervorbringende Masse
M aus zwei Theilen:

M=M 4 M,,
von denen der eine M; innerhalb o liegt, wihrend der andere -
M, auf ¢ ausgebreitet ist, so kann die Formel (I.) auch so
geschrieben werden :

j(f—: _do—— 27 (M4 M,).

Um dasselbe Integral fiir den Index i (statt a) zu erhalten,
bemerken wir zunichst, dass

ov
( ) (3N— =239

ist, falls 8, die Dichtigkeit der auf ¢ ausgebreiteten Masse
M, vorstellt. Hieraus folgt durch Integration sofort:

f(gv) do — ( rf).-d"=—2"FMa;

und hierans mit Rucksmht auf (1. bis):

ov
f(a—ﬂ‘ idd: -_ 2WM.‘,

woraus ersichtlich, dass das von uns betrachtete Integral (1.), (11.)

in der That, je nach Hinzufiigung des Index a oder i, sehr
verschiedene Werthe hat.
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Zusammenfassung. — Die Formeln (41.y, d, &) sind
vollstindig analog den Formeln (42.y, 0, ¢). Will man diese
Analogie noch deutlicher hervortreten lassen, so bezeichne
man irgend eines der beiden Gebiete A, § — gleichgiiltig
welches — mit (¥, und die innerkalb dieses Gebietes liegende,
auf seiner Begrenzung ¢ errichtete Normale mit #n. Alsdann
kann man jene Formeln (41.y, 0, ¢) und (42.y, 9, &) 2u-
sammenfassen, indem man sagt:

Liegen die Massen der Poteuntiale V, W ausserhalb des
gegebenen Gebietes &, und bezeichnet g irgend einen Punct
innerhalb (§, andererseits % irgend einen ausserhalb & ge-
legenen Punct, so gelten die Formeln:

f(V%V—WS{)dG=O,
f(V?ai:—.T" %{) do =0,

oT? ov ;
f(VW— 7 2") 4 =23,

wo IY, T* sich beziechen auf die Entfernungen der Puncte
g, h vom Element do.

§ 1.

Verallgemeinerung der Green’schen Formeln.

"In der Ebene. — Die unendliche Ebene zerfillt durch
eine geschlossene Curve ¢ in einen innern Theil Y und einen
dussern Theil Y. Die Fliche & besitzt nur eine Randcurve,
ebenso 9(.%) .

Denken wir uns von der Fliche § irgend ein 4n ihrem
Innern liegendes Stiick abgesondert, so wird die zuriick-

bleibende Fliche zwei Randcurven haben. Aus dieser Fliche

kann durch, Wiederholung desselben Processes eine Fliche
mit dres Randcurven abgeleitet werden u. s. w. Wir wollen
all' diese Flichen mit &, genauer etwa mit J™ bezeichnen,
der Art, dass 3™ im Ganzen » Randcurven besitat.

*) Die Fliche ¥ ist nimlich iusserlich unbegrenzt, und hat also
nach Aussen hin keine Grenze. Urd es ist also in der That die Fliche
% nur mit einer einzigen Grenze oder Randcurve versehen; dies ist
die Curve o,

43. ¢
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In genau derselben Weise konnen wir die Fliche o be-
handeln, indem wir von derselben ein in ihrem Innern
liegendes Stiick absondern; u. s. w. Die so entstehenden
Flichen bezeichnen wir simmtlich mit % oder Y™, der Art,
dass %™ im Ganzen n Randcurven besitzt.

Der charakteristische Unterschied zwischen den Flichen .
3™ und Y™ besteht offenbar darin, dass ™ nach Aussen
begrenzt ist, wihrend A nach Aussen unbegrenzt ist.

Im Raum. — Wiederholen wir dieselben Betrachtungen
im Raume, so gelangen wir zu gewissen Raumgebieten J®
und A™.von analoger Beschaffenheit.

Die Green’schen Formeln. — Man iiberzeugt sich nun
ziemlich leicht, dass die Formeln (41.«, B, ... &) giillig sind
filr jedes Gebiet 3™, und dass andererseits die Formeln
(42. e, B, . . . &) Griltigkeit besitzen fiir jedes Gebiet A,

§ 8.
Der Gauss'sche Satz des arithmetischen Mittels,

Wir wollen das Potential V eines willkiihrlich gegebenen
DMassensystems untersuchen, unter Anwendung einer 'Kreis-
linie oder Kugelfliche ¢, die um
einen beliebigen Punct ¢ mit be-
liebigem Radius A beschrieben ist.

Bezeichnen wir die ausserhalb ¢
gelegenen Massenpuncte des Sy-
stems mit m, m,, m,, . . ., und
die ¢nnmerhalb o gelegenen mit
@, My, By, ..., S0 wird jenes
Potential ¥V in irgend einem
Puncte*) ¢ der Kreislinie oder
Kugelfliche ¢ den Werth haben:

Veo=3XmTps + SuTps.
Multipliciren wir diese Gleichung mit d¢ (d. i. mit dem

*) Es kann wohl kein Missverstindniss hervorbringen, dass wir die
Kreislinie oder Kugelfliche mit ¢, und einen auf ihr gelegenen Punct
ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
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Element jener Kreislinie oder Kugelfliche 6), und integriren
wir sodann iiber simmtliche Elementé do, so folgt:

SVedo =3 (m[Tnedo) + X (ufTuodo).
Nun ist aber nach (32.a, i):

JTnqds = (fdo) log -, ’l Tuods = (fdo) L

ST55do = (fdo)log 5, | [Tugds = (fdo)

wo r die Centraldistanz des Punctes m vorstellt. Durch Sub-
stitution dieser Werthe folgt sofort:

Ty T -2t ex,

oder was dasselbe ist: }odel was dasselbe ist:

/. V \) A\l }: f 4 de m 1 &

-—<~——-L( lg— )+(|gA)2,c,l —‘/W =X+ Xu.
Enthilt das gegebene System Massenpuncte, die gerade

auf ¢ liegen, so konnen dieselben, wie der blosse Anblick der

Formeln (45.) sofort erkennen lisst, nach Belieben den m

oder den u beigesellt werden.

Besteht ferner das System aus Massenpuncten, die simmt-
lich ausserhalb ¢ liegen, so erhalten wir aus (46.):

L (g t), Ly
r)! . f Ao r
d. i =7, h d i =7V,
wo V., den Werth von ¥V im Centrum ¢ von ¢ bezeichnet.
Besteht endlich das System aus Massenpuncten, die simmt-
lich innerhalb o liegen, so folgt aus (46.):

JSVads 1 I JVsds
Jao —Mlesx, | Jaa R
wo M die Gesammtmasse des Systems repriisentirt.
Diese Formeln (45.), (46.), (47.), (48.) reprisentiren den
Gauss’'schen Satz des arithmetischen Mittels*); denn wir
kénnen mit Riemann den Quotienten

*) Gauss’ allg. Lehrsiitze. Art. 20.

46.

48,
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In genau derselben Weise konnen wir die Fliche 9 be-
handeln, indem wir von derselben ein in ihrem Innern
liegendes Sttick absondern; u. s. w. Die so entstehenden
Flachen bezeichnen wir simmtlich mit % oder %A, der Art,
dass A im Ganzen » Randcurven besitzt.

Der charakteristische Unterschied zwischen den Flichen .
3™ und A® besteht offenbar darin, dass J™ nach Aussen
begrenzt ist, wihrend %™ nach Aussen umbegrenzt ist.

Im Raum. — Wiederholen wir dieselben Betrachtungen
im Rawme, so gelangen wir zu gewissen Raumgebieten {®
und A™.von analoger Beschaffenheit.

Dje Green’schen Formeln. — Man diberzeugt sich nun
ziemlich leicht, dass die Formeln (41. e, B, ... &) giiltig sind
filr jedes Gebiet ™, und dass andererseits die Formeln
(42.a, B, . . . &) Giltigkeit besitzen fiir jedes Gebiet A™.

§ 8.
Der Gauss’sche Satz des arithmetischen Mittels.

Wir wollen das Potential V eines willkiihrlich gegebenen
DMassensystems untersuchen, unter Anwendung einer 'Kreis-
linie oder Kugelfliche ¢, die um
” einen beliebigen Punct ¢ mit be-
liebigem Radius A beschrieben ist.
Bezeichnen wir die ausserhall ¢
gelegenen Massenpuncte des Sy-
stems mit m, m,, m,, . . ., und
die ¢nnerhalb ¢ gelegenen mit
@, Wy, 4, ..., 50 wird jenes
Potential ¥V in irgend einem
Puncte*) o der Kreislinie oder
Kugelfliche ¢ den Werth haben:

Vq = z’nqu + Eerl‘a.
Multipliciren wir diese Gleichung mit de (d. i. mit dem

*) Es kann wohl kein Missverstindniss hervorbringen, dass wir die
Kreislinie oder Kugelfliche mit ¢, und einen auf ihr gelegenen Punct
ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
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Element jener Kreislinie oder Kugelfliche ¢), und iutegriren
wir sodann iiber simmtliche Element& do, so folgt:

SVodo =3 (m[Tnodo) + X (ufTusdo).
Nun ist aber nach (32.a, i):

JTnods = (fdo) log ” Tuads = (fds) %,

ST5do = (fdo) log L Tuedo = (fd0)
i

wo r die Centraldistanz des Punctes m vorstellt. Durch Sub-
stitution dieser Werthe folgt sofort'

f V,d . f de N m ‘N
fd >+L<#18A> | fd =X"-4+3,,
oder was dasselbe ist:
i
[ Ve do \ 1 1\ | f v do
LZe ™" Na(1eh
[de 2'(Mg f)+( gA)L"’! Jdo
Enthdlt das gegebene System Massenpuncte, die gerade
auf 6 liegen, so komnen dieselben, wie der blosse Anblick der
Formeln (45.) sofort erkennen lisst, nach Belieben den m
oder den u beigesellt werden.
Besteht ferner das System aus Massenpuncten, die simmt-
lich ausserhald o liegen, so erhalten wir aus (46.):

oder was dasselbe ist:

=341 X

V, de v V,da .
-/_._,‘L_,=2 mlogl), ; f cl=3x"
Jao r/? Sde r
d.i =1V, : di =1,

wo V., den Werth von V im Centrum ¢ von ¢ bezeichnet.
Besteht endlich das System aus Massenpuncten, die simmt-
lich innerhalb o liegen, so folgt aus (46.):
fV de 1 I f Vydo M
‘/'_——MlOgK' l Jao =7
wo M die Gesammtmasse des Systems repriisentirt.
Diese Formeln (45.), (46.), (47.), (48.) repriisentiren den

Gauss’schen Satz des arithmetischen Mittels*); denn wir
kénnen mit Ricmann den Quotienten

*) Gauss’ allg. Lehrsitze. Art. 20.

46.

48.
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In genau derselben Weise konnen wir die Fliche 9 be-
handeln, indem wir von derselben ein in ihrem Innern
liegendes Stiick absondern; u. s. w. Die so entstehenden
Fldachen bezeichnen wir simmtlich mit % oder ™, der Art,
dass U™ im Ganzen n Randcurven besitzt.

Der charakteristische Unterschied zwischen den Flichen .
S™ und Y™ besteht offenbar darin, dass J™ nach Aussen
begrenzt ist, wihrend U™ nach Aussen unbegrenzt ist.

Im Raum. — Wiederholen wir dieselben Betrachtungen
im Raume, so gelangen wir zu gewissen Raumgebieten J®
und A™ . von analoger Beschaffenheit.

Die Green’schen Formeln. — Man tiberzeugt sich nun
ziemlich leicht, dass die Formeln (41.e, B, ... &) giiltig sind
filr jedes Gebiet 3™, und dass andererseits die Formeln
(42.a, B, ... &) Giltigkeit besitzen fiir jedes Gebiet A™.

§ 8.
Der Gauss'sche Satz des arithmetischen Mittels.

Wir wollen das Potential V eines willkiihnlich gegebenen
Massensystems untersuchen, unter Anwendung einer 'Kreis-
linie oder Kugelfliche ¢, die um
einen beliebigen Punct ¢ mit be-
liebigem Radius A beschrieben' ist.

Bezeichnen wir die ausserhalb ¢
gelegenen Massenpuncte des Sy-
stems mit m, m,, m,, . . ., und
die nmerhalb o gelegenen mit
@, $y, By, ..., 50 wird jenes
Potential ¥V in irgend einem
Puncte*) o der Kreislinie oder
Kugelfliche ¢ den Werth haben:

Veo=3XmThe+ ZuTps.
Multipliciren wir diese Gleichung mit de (d. i. mit dem

.

*) Es kann wohl kein Missverstindniss hervorbringen, dass wir die
Kreislinie oder Kugelflichemit ¢, und einen auf ihr gelegenen Punct
ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
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Element jener Kreislinie oder Kugelfliche ), und integriren

wir sodann iiber simmtliche Element& da, so folgt:
SVedo =3 (m[Tnodo) + X (4fTusdo).

Nun ist aber nach (32.a, i):

meadd = (fdd) log %, “ flmodtf = (fd(’)i,

ST5d0 = (fd0) log 1, L STuedo = (fd6) 5 »

wo r die Centraldistanz des Punctes m vorstellt. Durch Sub-
stitution dieser Werthe folgt sofort:

Hatos(mat)isoa)y Tt =524}

oder was dasselbe ist: L oder was dasselbe ist:
f V de m \)
ZF 45 Ze.

—/..—‘/.’--m—-X(mlg) (]gA)Ec,‘ T -

Enthilt das gegebene System Masscnpuncte, die gerade
auf & liegen, so kinnen dieselben, wie der blosse Anblick der
Formeln (45.) sofort erkennen lisst, nach Belieben den m
oder den u beigesellt werden. ’

Besteht ferner das System aus Massenpuncten, die simmt-
lich ausserhalb o liegen, so erhalten wir aus (46.):

vV, f V,de .
'/—.—~-'— —2(mlog ) ; ffd;__z' ”r—b,
d. i=V,, i d. i = Vg,

wo V., den Werth von 7V im Centrum ¢ von ¢ bezeichnet.
Besteht endlich das System aus Massenpuncten, die simmt-
lich innerhalb o liegen, so folgt aus (46.):
SVsdo 1 ;l SVl m
oo —Mbegxs | Jas =&
wo M die Gesammtmasse des Systems reprisentirt.
Diese Formeln (45.), (46.), (47.), (48.) reprisentiren den

Gauss’schen Satz des arithmetischen Mittels*); denn wir
konnen mit Riemann den Quotienten

*) Gauss’ allg. Lebrsitze. Art. 20.

46.

47,

48,
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f V,de

* j de
das arithmetische Mittel derjenigen Werthe nennen, welche
die Function V auf der Kreislinie oder Kugelfliche ¢ besitzt.

Von besonderer Einfachheit sind die Specialfille (47.)
und (48.). In Betreff des erstern kounen wir uns folgender-
massen ausdriicken:

Liegen die Massen eines Potentials V ausscrhalb einer
gegebenen Kreislinie oder Kugelfliiche o, so ist das arithmetische
Mittel aller auf o vorhandenen Werthe von V ebensogross, als
der Werth von V im Centrym. — Es miissen also die auf
o vorhandenen Werthe entweder theils kleiner, theils grisser

sein als der Centralwerth, oder siimmtlich ebensogross sein

wie jener Centralwerth.

Und andererseits konnen wir in Betreff des Specialfalls
(48.) uns folgendermassen expliciren:

Liegen die Massen eines Potentials V innerhalb einer
gegebenen Kreislinie oder Kugelfliche 6, so ist das arithmetische
Mittel aller auf 6 vorhandemen Werthe von V unabhingig
von der Vertheilung der Massen, also z. B. cbensogross,
als ob simmtliche Massen im Centrum von o vereinigt wdiren.
Bei einer solchen Vereinigung wiirde ¥V auf ¢ den constanten
Werth

>z

M log %‘ H

besitzen, und das arithmetische Mittel ebensogross sein; so
dass also der von uns soeben ausgesprochene Satz (50.) augen-
blicklich zur Reproduction der in (48.) gegebenen Formeln fiihrt.

Endlich folgt aus (48.), wenn man M = O annimmt, ein
noch speciellerer Satz, der so lautet:

Liegen die Massen cines Potentials V innerhalb einer
gegebenen Kreislinie” oder Kugelfliche o, und ist die Summe
dieser Massen = 0, so wird das arithmetische Mittel aller
auf 6 vorhandenen Werthe von V ebenfalls = 0 sein. — Es
miissen also diese auf ¢ vorhandenen Werthe entweder theils
negativ theils positiv, oder simmtlich = 0 sein.



Allgemeine Theorie des Potentials. 27

§ 9.
Die Maxima und Minima des Potentials.

Denken wir uns in der Ebene oder im Raume die Werthe
irgend einer Function ausgebreitet, so wird diese Function
in einem gegebenen Puncte o« entweder ein Maximum oder
ein Minimum oder einen Uebergangswerth, oder endlich einen
constanten Werth haben. Wir wollen nimlich mit dem Namen
Uebergangswerth einen solchen bezeichnen, der unter seinen
Nachbarwerthen eine mittlere Rangstufe einnimmt, indem er
einige dieser Nachbarwerthe an Grosse iibertrifft, anderen
nachsteht. Um uns genauer ausdriicken zu kounen, be-
schreiben wir um den betrachteten Punct « als Mittelpunct
eine kleine Kreislinie oder Kugelfiiche o. Alsdann wird der
in « vorhandene Werth ein Uebergangswerth zu nennen sein,
wenn derselbe, wie weit man die Verkleinerung von ¢ auch
treiben mag, unter den im Iunern von ¢ enthaltenen Werthen
stets eine mittlere Rangstufe einnimmt. Andererseits wird
die betrachtete Function im Puncte o« constant heissen®),
wenn der im Puncte & vorhandene Werth, nach gehédriger
Verkleinerung von 6, genau ebenso gross ist, wie alle itbrigen
im Innern von ¢ befindlichen Werthe.

Solches vorangeschickt, wenden wir uns zu unserm
eigentlichen Gegenstande. Es sei V' das Logarithmische oder
Newton’sche Potential gegebener Massen. Der Werth dieses
Potentials in einem gegebenen Punct « mag mit

Vo,

und gleichzeitig migen die Werthe des Potentials in der
Nachbarschaft von o mit

V= Va+€

bezeichnet sein, so dass also die Griossen & die Abweichungen
dieser Nachbarwerthe von V, vorstellen. Endlich mag um
« als Mittelpunct

*) Man entschuldige die Kiirze des Ausdrucks. Genauer miisste
man sagen: constant #m Bereich des Punctes e.
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eine kleine Kreislinic ¢ beschrie-| eine kleine Kugelfliche ¢ be-
ben gedacht werden. Irgend ein | schriebén sein. Irgend ein Ele-
Element dieser Linie heisse d¢.|ment dieser Fliche heisse do.

Wir wollen nun festsetzen, der Punct « solle ausser-
Lalb der gegebenen (das Potential Vs erzeugenden) Massen
liegen, mithin von all' diesen Massen durch irgend welche,
wenn auch beliebig kleine, Entfernungen getrennt sein, und
jene Kreislinie oder Kugelfliche ¢ mag gleich von Anfang
so klein sein, dass sie ebenfalls ausserhalb jener Massen
liegt. Alsdann ist [nach bekanntem Satz, Seite 26] das
arithmetische Mittel aller auf ¢ vorhandenen Potentialwerthe
ebenso gross wie der im Centrum, d. i. in & vorhandene
Werth; also:

SVde _
fdo - V.,,
oder mit Riicksicht auf (2.):
V,(fde)+SEds
— = Va )
Jde
oder was dasselbe ist:
SEdo =0,

die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Elemente de
" der kleinen Kreislinie oder Kugelfliche 6. — Diese Formeln
werden offenbar giiltig bleiben, wenn wir ¢ wnachtriiglich
noch weiter verkleinern. Bezeichnen wir also die Kreislinie
oder Kugelffiche ¢ in irgend welchen Stadien dieser weitern
Verkleinerung mit 6¢’, ¢”, . . . und die zugehdrigen & resp.
mit §', £”, . . ., so konnen wir schreiben:

St do =0,
SE do’ =0,
[Eds" =0,

Hieraus folgt, dass die auf ¢ vorhandenen £ entweder simmi-
lich Null, oder theils positiv theils megativ sind; dass ferner
Gleiches gilt von den auf ¢’ vorhandenen Werthen £ u. s. w.
Und hieraus erkennt man leicht, dass das Potential V im
Puncte a entweder einen comstanten Werth, oder einen Ueber-
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gangswerth haben muss. Doch wird es gut sein, die be-
treffende Schlussfolge etwas umstindlicher darzulegen, und
zugleich gewisse Bemerkungen beizufiigen.

Offenbar sind nur zwei Falle moglich: Fntweder werden
die &, nach gehoriger Verkleinerung von ¢, innerhalb ¢
allenthalben — O sein. Oder es werden, wie weit man jene -
Verkleinerung auch treiben mag, innerhalb ¢ stets noch
Puncte enthalten sein, in denen £ von.0 abweicht. — Es ist '
ndthig, jeden dieser beiden Fille genauer zu betrachten.

Erster Fall: Nach gehoriger Verkleinerung von ¢ sind
die innerhalb ¢ befindlichen ¢ simmtlich = 0. Alsdann
ist offenbar ¥V innerhalb ¢ constant, mithin constant zu
nennen im Bereich des Punctes «. Auch wird dieser con-
stante Werth [nach bekanntem Satze (18.) Seite 9.] sich ebenso
weit erstrecken, als jenes Bereich, unbeschadet seiner Massen-
leere*), ausdehnbar ist, und folglich

=7V,, di =0 oder
sein**), falls jenes Bereich, unbeschadet seiner Massenleere,
bis ins Unendlichferne erweitert werden kann. Den con-
stanten Werth oo aunehmen zu wollen, wiirde absurd sein;
so dass also nur der Werth O iibrig bleibt.

Wir erkennen somit, dass in dem hier betrachteten
ersten Fall 7 im Bereich des Punctes & einen constanten
Werth hat; dass ferner dieser constante Werth sich ebenso
weit erstreckt, als jenes Bereich, unbeschadet seiner Massen-
leere, ausdehnbar ist, und dass derselbe = O sein muss, falls
eine solche Ausdehnung bis ins Unendliche stattfinden kann.

Zweiter Fall: Wie weit man die Verkleinerung von ¢
auch treiben mag, stets bleibt innerhalb ¢ noch irgend gin
Punct B angebbar, in welchem § von O abweicht, nach der
positiven oder nach der negativen Seite hin. Nehmen wir
zuniichst an, § besitze in 8 einen positiven Werth; alsdann muss
auf einer um ¢ mit dem Radins || auf einer um « mit dem Radius
«f beschriebenen Hiilfs-Kreis-! ¢ 8 beschriebenen Hiilfs-Kugel-
linie ¢’ | fliche ¢’

*) Das Bereich des Punctes & soll beliebig erweitert werden, jedoch
80, dass dasselbe stets ausserhall der gegebenen Massen bleibt,

**) Eg ist niimlich ¥V, je nach Umstiinden bald = 0, bald = oo;
vergl. Seite 9. '
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nothwendig ein Punct p existiren, in welchem & einen von 0
verschiedenen negativen Werth hat; wie solches durch An-
wendung der Formel (3.) auf ¢’ augenblicklich sich ergiebt.
Und ist umgekehrt £ in § negativ, so muss auf dieser Hiilfs-
Kreislinie oder Hiilfs-Kugelfliche ¢’ irgend ein Punet y

- existiren, in welchem £ positiv ist.

In dem hier untersuchien zweiten Falle sind also, wie
weit die Verkleinerung von 6 auch getrieben sein mag, inner-
halb ¢ stets sowohl positive als auch negative Werthe von §
anzutreffen; so dass also 7 im Puncte & einen sogenannten
Uebergangswerth besitzt.

Zusammenfassung. — Die beiden betrachteten Fille sind,
wie aus ihrer urspriinglichen Definition hervorging, die einzig
mdiglichen. Somit gelangen wir, Alles zusammengefasst, zu
folgendem

Theorem.

Das Potential eines gegebenen Massensystems wird stets in
einem Puncle, der ausserhalb dieser Masse liegt, entweder
einen Uebergangswerth besitzen, oder daselbst constant
sein. Im letetern Fall wird der im Bereich des Punctes vor-
handene constante Werth so weit sich erstrecken, als jemes
Bereich, unbeschadet seiner Massenleere, erweitert werden darf,
und = 0 sein, falls diese Erweiterung bis zu unendlich fernen
Puncten fortgesetzt werden kann.

Aus diesem Theorem ergiebt sich sofort, dass das Po-
tential gegebener Massen in einem Puncte, der ausserhalb
dieser Massen liegt, niemals ein Minimum oder Maximum
bhaben kann. Und dieser Bemerkung entspricht die dem §.
gegebene Ueberschrift.

§ 10.
Einige Bezeichnungen und Bemerkungen.

Es seio eine geschlossene Fliicke,
durch welche der Rawm in einen
#ussern Theil A und in einen
innern Theil & zerlegt wird.
Im ganmzen wunendlichen Raum )

Es sei ¢ eine geschlossene Curve,
durch welche die Ebene in einen
Gussern Theil A und in einen,
innern Theil & zerlegt wird. |
In der ganzen unendlichen Ebene!
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existiren alsdann drei Katego-| existiren alsdann drei Katego-

rien von Puncten, némlich: ]' rien von Puncten n#mlich:
Erste Kategorie: Die Puncte des Gebietes % (exclusive 6) . . a,
Zweite Kategorie: Die auf ¢ gelegenen Puncte .......... G,

Dritte Kategorie: Die Puncte des Gebietes J (exclusive 6) . . <.

Bezeichnen wir diese Kategorien respective mit a, o, i,
so werden also z. B. unter den Puncten a simmtliche Puncte
des Gebietes A zu verstehen sein, mit Ausnahme derjenigen,
welche auf seiner Grenze, d. i. auf ¢ liegen. Es werden
mithin unter den @ nur solche Puncte des Gebietes A zu
verstehen sein, welche von seiner Grenze ¢ durch irgend
welche, wenn auch beliebig kleine, Entfernungen getrennt
sind. Analoges gilt von den .

Wir haben soeben das Wort Grense gebraucht, und
unter der Grenze des Gebietes A die Curve resp. Fliche ¢
verstanden. In der That ist das Gebiet 2 #Husserlich unbe-
grenzt, und besitzt also, dem Wortlaute zufolge nach Aussen
hin keine Grenze, sondern nur eine gewisse innere Grenze,
welche letztere durch ¢ dargestellt ist.*)

Da das Gebiet nach Aussen unbegrenzt ist, so konnen
die Puncte a ihrerseits von Neuem in zwei Kategorien zer-
legt werden, némlich in die endlichen Puncte @, und in die
unendlich fernen. Letztere mogen mit a_ oder kiirzer (und un-
serm fritheren Usus mehr entsprechend) mit oo bezeighnet sein.

Ist von irgend einer in der Ebene resp. in Raum aus-
gebreiteten Function F' die Rede, so werden

F, a
unter { F, ihre Werthe resp. in den Puncten ! ¢
F; i

zu verstehen sein. Demgemiss konnen wir z. B. die F; als
Werthe innerhalb &, die Fy; als Werthe an der Grenge von
3 bezeichnen.*) U. s. w.

* Man vergl. die Note auf Seite 23.

**) Beim Gebrauch der Worte in und innerhalb driingt sich fast
unwillkiihrlich eine gewisse Unterscheidung auf. Ist z. B. von den
Werthen im Gebiete § die Rede, s0 wird man darunter die Werthe
F;, F, sich denken. Ist hingegen von den Werthen innerhald  die
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Bemerkung. — In gleichem Sinne wie ¢ werden wir
zuweilen auch den Buchstaben s anwenden. Auch werden
wir bisweilen die Buchstaben a, ¢ durch «,j ersetzen, indem
wir z. B., wenn von zwei Puncten der Kategorie a die Rede
ist, den einen mit @, den andern mit « benennen.

§ 11.

Die extremen Werthe des Potentials fiir ein gegebenes Gebiet.
(Gebiet A.)

Wir wollen hier hauptsiichlich das Gebiet 9 in Betracht
ziehen, niimlich diejenigen Werthe untersuchen, welche ein
gegebenes Potential 7 in diesem Gebiete A besitzt, unter _
der Voraussetzung, dass die Massen des Potentials ausserhalb
A liegen. Oder genauer ausgedriickt: Wir wollen die Ge-
sammtheit der Werthe V,, V5, also dic Gesammtheit der
und an der Grenze von 9 ausgebreiteten Werthe in Betracht
ziehen, unter der Voraussetzung, dass die das Potential er-
zeugenden Massen theils ausserhaldb 2 (d. i. innerhalb {),
theils auf der Grenze von A (d. i. auf ¢) gelegen sind.
Namentlich wollen wir unser Augenmerk richten auf die
beiden Eztreme K und G- der genannten Werthe, indem wir
unter K den kleinsten der Werthe V,, V4, und unter G den
grissten derselben verstehen.

Simgtliche Puncte a sind [nach ihrer Definition, vgl.
den vorhergehenden §] von ¢ durch irgend welche, wenn
auch noch so kleine, Entfernungen getrennt; so dass also
jedweder Punct a ausserhalb der gegebenen Massen liegt.
Zufolge des Theorems (5.) wird daher das Potential 7 in
jedem Puncte a entweder einen Uebergangswerth oder einen
constanten Werth haben. Letzteres jedoch kann, wie eben-
falls aus jenem Theorem folgt, nur dann stattfinden, wenn
V im Gebiete A allenthalben constant und zwar = O ist.

Schliessen wir also diesen trivialen Fall des Nullseins
vorldufig aus, so muss ¥ in jedem Puncte a einen Ueber-

Rede, so wird man darunter lediglich die F; zu verstehen geneigt semn.
Diese Unterscheidung ist in der gegenwiirtigen Schrift nicht nur in
den folgenden §§, sondern auch in den schon absolvirten §§ meisten-
theils beobachtet.
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gangswerth haben; woraus folgt, dass die gesuchten extremen
Werthe K, G in keinem Puncte a, oder wenigstens in keinem
endlichen Puncte a anzutreffen sind, dass sie also nur auf
der Grenze von N (d. i. auf ¢) oder im Unendlichen sich
vorfinden konnen. Somit gelangen wir, Alles zusammen-
gefasst, zu folgendem Satz*):

Theorem (4.).

Ist V das Potential irgend welcher Massen, die ausser-
halb des Gebietes W oder auf seiner Grenze liegen, so sind,
was die beiden Extreme K, G der Werthe V., V4 betrifft,
zwes Fille moglich.

Erster Fall: V ist in A nicht iiberall = 0. Alsdann
kionnen jene extremen Werthe K, G nur auf der
Grenze von W oder im Unendlichen sich vorfinden.**)
Hieraus folgt einerseits, dass fiir jeden endlichen Punct o
die Formel gilt:

K<V.<@G,

die Zeichen gemommen in Sensu rigoroso™**¥); und anderer-

*) Das Theorem (A4.), so wie auch das weiterhin folgende Theo-
rem (A4.) sind von mir bereits vor mehreren Jahren (wenn auch in
etwas anderer Form) publicirt worden, in den Math. Annal. Bd. 3;
vergl. daselbst namentlich Seite 840—344 und 430—434.

" In Gauss allgemeinen Lehrsiitzen Art. 26 findet man eine Stelle,
welche iibertragen in die von uns angewandte Bezeichnungsweise fol-
gendermassen lautet:

Wenn von Massen, die sich blos innerhalb des endlichen Raumes S,
oder auch gamz oder theitlweise mach der Stetigkeit vertheilt auf dessem
Oberfliche ¢ befinden, das Potential in allen Puncten von ¢ einen con-
stanten Werth = C hat, so wird das Potential in einem Pumcte a des
dussern unendlichen Raumes %

erstlich, wenn C = 0 ist, gleichfalls =0,

zweitens, wenn C micht = 0 ist, kleiner als C und mit demselben
Zeichen wie C behaftet sein.

Sodann heisst es weiter in Art. 27: Von diesen beidem Fillen kann
der erste nur dann stattfinden, wenn die Summe aller Massen = 0 ist,
der zweite nur dann, wenn diese Summe nicht — 0 1ist.

Man sieht sofort, dass diese Gauss’schen Sidtze specielle Fiélle sind
von den mit (4.) und (A4.") bezeichneten allgemeineren Theoremen.

**¥) Dies ist der Hauptinhalt des Theorems, alles Weitere eine un-
mittelbare Folge.

*+*) Dieser Zusatz soll dienen, um der Verwechselung des Zeichens
< mit dem Zeichen < vorzubeugen,

Neumann, Potential, 3
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seits, dass jeme extremen Werthe K, G identisch sind mit
eweien der drei Grissen Kq, G4, V., wo K, den kleinsten und
Gy den grossten der Werthe V4 vorstellt.

Zweiter Fall: V ist in A diberall = 0. Alsdann wird
die eben genannte Formel (9.) micht mehr giiltig sein, indem
die durch sie behaupteten Unterschiede der allgemeinen Gleich-
heit (mamlich dem allgemeinen Nullsein) Platz machen; so
dass also an Stelle jener Formel folgende zu setzen ist:

K=V,=G=0.

Unter allen Umstéinden wird mithin, wie aus (9.), (11)
folgt, die Formel stattfinden:

E<V.<G.

Beildufiges. — Wir wollen den speciellen Fall betrachten,
dass V auf der Grenze des Gebietes U constant, etwa = C
ist. Alsdann sind die V¥, = C, mithin auch K, = G, = C.
Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (10.), dass K, G iden-
tisch sein miissen mit zweien der Grossen C, C, V_, dass
also entweder

' K=C, G=17V,
oder umgekehrt:
S K=V,6, G=C

ist. Die allgemein giiltige Formel (12) nimmt daher im
ersten Fall folgende Gestalt an:

cLv.<Vv,,
und im letztern folgende:
: V. <V.<C

Beides zusammengenommen, gelangen wir zu folgendem Zusatz:

Beegeichnet V' das Potential irgend welcher Massen, die
ausserhalb des Gebietes N oder auf seiner Grenge liegen, und
ist dieses Potential auf der Grenze constant, etwa = C, so
werden sammtliche V, zwischen C und V_ liegen. — Dieses
V,, ist je nach Umstéinden bald = 0, bald = oo [vgl. S. 9].

Hieran schliesst sich unmittelbar ein weiterer Satz, der
jedoch nur fiir den Raum gilt, und den wir daher in die
Spalte rechts setzen. Er lautet:
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Sollen die Massen eines Po-
tentials V ausserhalb des Gebietes
A resp. auf seiner Grenze liegen,
Iso sind sdnmvmitliche V, eindeutig
ibestimfmt durch Angabe dey V.
| . Beweis. — Sind V und V'
zwei Potentiale, deren Massen
die vorgeschriebene Lage haben,
's0 gilt Gleiches auch von
‘ U=V-—-7.

‘| Haben nun ausserdem ¥V und V'
NB. ‘auf ¢ einerlei Werthe, so wird

Der fiir den Satz rechter Hand | U daselbst tiberall = O sein.
gegebene Beweis ist in der Ebenc| Hieraus aber folgt nach (13.),
. nicht mehr anwendbar, weil hier|{dass simmtliche U, zwischen
in der Ebene das U, nicht noth-|0 und U_, d. i. zwischen O
wendig O zu sein braucht, son-}{und O liegen, oder mit andern
dern auch oo sein kann [vergl.| Worten, dass simmtliche U, =0
Seite 9]. sind. W. z. b. w,

Wiederaufnahme der Hauptuntersuchung. — Wir kehren
zuriick zu unserm Haupt-Theorem (4.), indem wir gegen-
wirtig zu den dort gemachten Voraussetzungen noch die hinzu-
treten lassen, dass die Summe der gegebenen (das Potential
¥V erzeugenden) Massen = O sei, was angedeutet sein mag
durch die Formel*):

(Gesammtmasse von V) = 0.

Hieraus folgt sofort [vgl. Seite 9], dass ¥ im Unendlichen
verschwindet; d. i.

Vv, =0.

Die gesuchten extremen Werthe K, G liegen nach
Theorem (A4.) entweder auf der Gremze von %A, d. i. auf g,
oder im Unendlichen. Letzteres aber ist, wie wir sogleich
erkennen werden, in Folge der neu hinzugetretenen Voraus-
" setzung unmaoglich.

*) Unter den Massen eines Potentials verstehe ich stets die das
Potential erzeugenden Massen, und gleichzeitig bezeichne ich die
-Summe dieser Massen als die Gesammimasse des Potentials.

3%

14,

15,

16.
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Abstrahiren wir nimlich einstweilen von dem trivialen
Kall, dass ¥V in A allenthalben verschwindet, so muss
irgendwo in % ein Punct x angebbar sein, in welchem ¥V
von Null abweicht, entweder nach der positiven oder nach
der negativen Seite hin. Nehmen wir zunichst an, ¥V be-
sitze in z einen von Null verschiedenen positiven- Werth, so
muss auf einer durch z gehenden und ¢ umschliessenden
Kreislinie resp. Kugelfliche x»
nothwendig ein Puncty existiren, //;‘V \‘\\
in welchem ¥V einen von Null /
verschiedenen mnegativen Werth
hat, wie solches aus dem be-
kannten Satz des arithmetischen
Mittels [Seite 26, (51.)], in An-
betracht der Voraussetzung (15.),
sofort sich ergiebt. Und um-
gekehrt wird sich zeigen lassen,
dass, falls 7V im Puncte z )
einen negativen Werth hat, nothwendig ein Punet y existiren
muss, in welchem ¥ einen positiven Werth besitzt.

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Abstrahiren wir
von jenem trivialen Fall, dass ¥ im Gebiete % allenthalben
verschwindet, so muss im Gebiete % ein Punct z angebbar
sein, in welchem ¥V von Null abweicht. Nach welcher
Seite aber ‘diese Abweichung auch stattfinden mag, stets
muss in A ein zweiter Punct y sich vorfinden, in welchem
eine Abweichung von Null nach der entgegengesetzten Seite
stattfindet. Hieraus folgt, dass der Werth Null zwischen den
iibrigen Werthen von ¥ stets eine mittlere Rangstufe einnimmt.

Nun ist aber die Null [vgl. (16.)] derjenige Werth,
welchen 7 im Unendlichen hat. Somit erkennen wir, dass
V im Unendlichen einen Werth mittleren Ranges, also keinen
extremen Werth besitzt, und dass also in der That (wie schon
oben behauptet wurde) die extremen Werthe des Potentials
nicht im Unendlichen, sondern nur auf der Grenze von 2,
d. i. auf ¢ zu suchen sind.

Wir gelangen daher, wenn wir jenen bisher beiseite-
gesetzten trivialen Fall gegenwiirtig mit in Anschlag bringen,
zu folgendem Resultat:
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Theorem (4'.).

Ist V' das Potential irgend welcher Massen, die ausser-
halb des Gebietes N oder auf seiner Grenze liegen, und deren
Summe = 0 ist*), so sind, was die beiden Extreme K, G
der Werthe V,, V4 betrifft, swei Fille miglich :

Erster Fall: V ist in A nicht diberall= 0. Alsdann
miissen jene extremen Werthe K, G nothwendig auf
. der Grenze von U, d. i. auf 6 situirt sein.**) Aus
dieser Sttuation folgt einerseits, dass fir jeden beliebigen Punct a
(endlichen wic' unendlich fernen) die Forpel stattfindet:

- K<VG<G)

etne Formel, welche fiir den speciellen Fall a = oo dic Ge-
stalt amnimmt: i

K<V, <@,
d. 1.%%):

K<o<@G, ,
wiberall die Zeichen gemommen in sensu rigoroso. Und anderer-
seits folgt aus jemer Situation, dass die extremen Werthe K, G
identisch sind mit den Grissen K,, Gq, falls man nimlich
unter K, den kleinsten, und unter G, den grissten der Werthe
V. versteht.

Zweiter Fall: V st in N wberall = 0. Alsdann sind
die vorstehenden Formeln (17, «, B, y) nicht mehr giiltig, indem
die durch sie behaupteten Unterschiede dem allgemeinen Null-
sein Platz machen; sodass man also zu schreiben hat:

K=V,=V_ =0=@G.

Es ist also im erstern Fall, wie aus (17.«,%) und
(18.) folgt: '
K, < Vo< Gy,
Ka < 0 < Ga}
andererseits ist im zweiten Fall:

¥) Durch diese Voraussetzung unterscheidet sich das gegenwiirtige
Theorem (A’.) von dem friiheren (4 ).
**) Dieser Satz repriisentirt den Hauptinhalt des Theorems; alles
weitere ist blosse Consequenz.
#+#) Es ist ndmlich nach (16.): ¥V, = 0.

17. «

1.8

1.y

18.

19,
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Kﬂ = Va== Ga )
Ky= 0. = Gy;
folglich unter allen Umstinden:
| Ky < Vo < 6o,
K, < 0 <@G,.

Betrachten wir nun den speciellen Fall, dass V auf der
Grenze des Gebietes 9 constant, etwa = C ist, so sind die
Vs = C, mithin auch K, = G, = (', wodurch die Formeln
(20.) iibergehen in:
e, LC,
c<L 0 LC.

Die letzte dieser Formeln zeigt, dass C = 0, und sodann die
erste, dass ¥, ebenfalls = 0 sein muss. Somit gelangen
wir zu folgendem Satz: ' :

Ist V das Potential irgend welcher Massen, die ausser-
halb des Gebictes N oder auf seiner Grenee liegen, und
derem Summe = 0 ist, so kann V auf 6 niemals constant
sein, — es set denm, dass es im Gebiete W und ebenso auf o
allenthalben = 0 ware.

Dieser Satz gewihrt die Mittel zum Beweise eines wich-
tigen Theorems, welches so lautet:

Theorem (4.%44),
Sollen die Massen eines Potentials V .ausserhalb des Ge-

bietes W oder auf seiner Grenge (d. i. auf 6) liegen, und einhe

gegebene Summe M besitzen, und sollen ferner die V,
von vorgeschriebenen Werthen f; nur durch eine unbestimmte
additive Constante differiren, — so ist hierdurch V eindeutig
bestimmi fiir alle Puncte von .

Beweis. — Existirten zwei solche Potentiale V und V7,
gso wiirde ihre Differenz U= ¥V — V' ein Potential sein,
dessen Massen wiederum ausserhalb des Gebietes 9 resp. auf
seiner Grenze liegen. Auch wiirde dieses U den beiden Be-
dingungen entsprechen:

(Gesammtmasse von U) =0,
Us = Const.

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf den Satz (22.) sofort,
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dass U im Gebiete % und ebenso auf ¢ allenthalben = 0
sein miisste. W. z, z. w.

Schlussbemerkung. — Man erkennt leicht, dass alle in
diesem §. angestellten Betrachtungen nicht nur fiir das Gebiet
AM), sondern auch fiir das allgemeinere Gebiet A™ gelten
[vgl. den § 7, Seite 28]. Dabei sind allerdings hin und wieder
kleine Zusitze erforderlich. So z. B. wird das Theorem (4.244)
fiir das Gebiet A® nur dann giiltig sein, wenn man ver-
langt, dass die unbestimmte additive Constante fiir alle %
Randcurven resp. fiir alle n Begrenzungsflichen dwselbc
sein solle.

§ 12.
Fortsetzung. Die extremen Werthe des Potentials ﬁlr ein
gegebenes Gebiet (Gebiet J).

Ebenso wie wir im vorhergehenden § das Gebiet 2 be-
handelten, und dabei zu den Theoremen (4.), (4.), (A.“‘“)
gelangten, ebenso wollen wir gegenwiirtig das Gebiet § be-
handeln, und die analogen Theoreme (), (4.), () au
entdecken suchen.

Wir wollen zu diesem Zweck die Werthe betrachten,
welche ein gegebenes Potential ¥ im Gebiete § besitzt, unter
der Voraussetzung, dass die Massen des Potentials ausserhalb
¥ liegen. Oder genauer ausgedriickt: Wir wollen die Ge-
sammtheit der Werthe V;, ¥,, d. i. die Gesammtheit der wn
und an der Grenze von § vorhandenen Potentialwerthe in
Betracht ziehen, unter der Voraussetzung, dass die Massen
des Potentials theils ausserhalb & (d. i. innerhalb ), theils
auf der Grenze vou § (d. i. auf 6) gelegen sind. Nament-
lich wollen wir dabei unsere Aufmerksamkeit richten auf die
beiden Eztreme K und G der genannten Werthe, indem wir
unter K den Fkleinsten der Werthe V;, V,, unter G den
grossten derselben verstehen.

Sammtliche Puncte ¢ sind nach ihrer Definition [vgl.
Seite 31] von ¢ durch irgend welche wenn auch noch so
kleine Entfernungen getrennt, so dass also jedweder Punct ¢
ausserhalb der gegebenen Massen liegt. Zufolge eines fritheren
Theorems [Seite 30] wird daher das Potential 7 in jedem

25,
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Puncte ¢ entweder einen Uebergangswerth oder einen con-
stanten Werth haben. Und letzteres kann, wie ebenfalls aus
jenem Theorem folgt, nur dann stattfinden, wenn 7 im Ge- .
biete & allenthalben constant ist.

Schliessen wir also diesen trivialen Fall des Constant-
geins einstweilen aus, so muss ¥V in jedem Punct ¢ einen
Uebergangswerth haben, woraus folgt, dass die gesuchten
extremen Werthe K, G nicht in den Puncten ¢, sondern nur
in den Puncten ¢ anzutreffen sind. Somit gelangen wir,
indem wir jenen vorldufig excludirten Fall des Constantseins
nachtriglich wieder mit ins Auge fassen, zu folgendem Re-
sultat™®): )

Theorem (J.).

Ist V das Potential irgend welcher Massen, die ausser-
halb des Gebietes § oder auf seiner Gremze liegen, so sind,
was die beiden Extreme K, G der Werthe V;, V, betrifft,
zwei Falle moglich:

Erster Fall: V ist in § nicht iiberall constant. Als-
dann kinnen jeme extremen Werthe K, G nur auf
der Grenze von & sich vorfinden. Hieraus folgt einer-
seits, dass fiir jeden Punct © die Formel gilt:

K<V: <@,

die Zeichen genommen in semsu rigoroso; und andererseits,
dass jene extremen Werthe K, G identisch sind mit den Grissen
K;, Gg, wo K, den Kleinsten und G, den grossten der Werthe
Vs bezeichnet.

Zweiter Fall: V ist in & diberall constant. Alsdann
ist die vorstehende Formel (26.) nicht mehr richtig, indem die

*) Das Theorem (J.) ist von mir (wenn auch in etwas anderer
Form) bereits in den Math. Annal. Bd, 3 publicirt worden; vgl. dort
namentlich Seite 840—344 und 430—434.

In Gauss’ allgemeinen Lehrsiitzen Art. 256 findet sich ein specieller
Fall dieses Theorems, némlich ein Satz, der etwa so auszusprechen
sein wiirde:

Wenwn von Massen, die sich blos ausserhald des endlichen Raumes
&, oder auch ganz oder theilweise nach der Stetigkeit vertheilt auf dessen
Oberfliche ¢ befinden, das Potential in allen Puncten von ¢ einen con-
stanten Werth = C hat, so gilt dieser Werth auch fir simmtliche
Puncte des Rawmes .
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durch sie behaupteten Unterschiede der allgemeinen Gleichheit
Platz machen; so dass also an Stelle jener Formel folgende
2w setzen 1ist:
N K=Vi=0@G.
Im ersten Fall ist also, wie aus (26.), (27.) folgt:
Ka < V;‘ < Ga )
und im zweiten Fall:
] Ka = Vz = Ga )
mithin unter allen Umsténden:
K, <V:<Gy.

Beiliufiges. — Wir wollen den speciellen Fall betrachten,
dass V auf der Grenze des Gebietes § constant, etwa = C ist.
Alsdann sind die ¥V, = C, mithin auch K; = G, = C. Hier-
durch aber gewinnt die Formel (29.) die Gestalt:

CL< V., <C;

und hieraus folgt sofort: ¥V; = C; so dass wir also zu folgen-
dem Satz gelangen:

Ist das Potential irgend welcher ausserhalb des Gebietes
S oder auf seiner Grenze gelegener Massen auf der genamnten
Grenze constant, so wird es auch tm Innern von 3 con-
stant sein. .

Hieraus ergiebt sich leicht ein weiterer Satz, den wir
zuerst aussprechen und dann beweisen wollen. Er lautet:

Beseichnet V' das Potential irgend welcher unbekannten
ausserhalb des Gebietes X oder auf seiner Grenze gelegener
Massen, so wird dieses Potential V fiir alle Puncte inner-
halb X vollig bestimmt sein, sobald nur seine Werthe auf
der Grenge von 3 gegeben sind.

Beweis. — Sind ¥ und V' zwei Potentiale, deren Massen
ausserhalb des Gebietes § oder auf seiner Grenze liegen, so
gilt Gleiches auch von U = V — V’. Haben nun ausserdem
V und V' auf der genannten Grenze d. i. auf ¢ einerlei
‘Werthe, so wird U daselbst iiberall = O sein. Hieraus aber
folgt nach (30.), dass U auch im Innern von § iiberall =0
ist. W. z b. w.

Wiederaufnahme der Hauptuntersuchung. — Was nun
. ferner das mit (4'.) analoge

28,
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Theorem (cJ.")
betrifft, so bemerken wir sofort, dass dasselbe mit dem schon
aufgestellten Theorem (J.) sich confundirt. — Und was end-
lich das Theorem (J.2%) betrifft, so miisste dasselbe offenbar,
falls es tiberhaupt existirt, nach Analogle von (4.24%) folgender-

- massen lauten:

Theorem (J.%49).
Sollen die Massen eines Potentials V
ausserha.lb des Gebie{tes 3 oder auf seimer | yp o eei sogleich
Grenze liegen, und eine gegebene Summe | pomerkt, dassdieser
M besitzen, und sollen ferner die Vo von | Satz falsch ist, dass
vorgeschriebenen Werthen fq nur durch { also das Theorem
cine unbestimmte additive Constante diffe- | 7 %) nicht exi-
riren, — so ist hierdurch V eindeutig be- stirt.
stimmt fir alle Puncte von 3.

Dass ein solches Theorem in Wirklichkeit m’cht existirt,
lisst sich leicht durch ein
Beispiel darthun, indem wir (A )~
annehmen, jene auf der .
Grenze o wvorgeschriebenen /
Werthe f; seien simmtlich

=0.

fa = O. \
Denken wir uns namlich das \
Gebiet § in irgend welcher

Entfernung von zwei con-
\

centrischen Kreislinien (A) / ‘
und .(A’), resp. von zwei \_,/
concentrischen Kugelflichen (A) und (A) umschlossen, - und
denken wir uns die gegebene Masse M ein Mal auf (A), das
anderc Mal auf (A’) gleichformig vertheilt, und bezeichnen
wir endlich das von dieser Masse M hervorgebrachte Potential
im ersten Fall mit 7, im letztern mit V', so erhalten wir
[nach bekannten Sitzen, Seite 14) fiir simmtliche Puncte o, ¢
die Formeln:

Ve = Vi=Mlog £, H V, = Vi =

2P

Vd, === Vi’ = M log*:? y I Vd, = V" ==
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wo A, A’ die Radien der construirten Kreislinien oder Kugel-
flichen représentiren.

Beide Potentiale ¥ und V7’ entsprechen offenbar den ge-
stellten Anforderungen; denn ihre Massen liegen ausserhalb
g, die Gesammtmasse ist bei beiden = M, und ihre Werthe
auf o unterscheiden sich, wie aus (a.), (B.), (p.) ersichtlich,
von den vorgeschriebenen Werthen f, nur durch additive

" Constanten. Dennoch aber sind diese Potentiale von einander
verschieden. W. z. z. w.

Wir lassen auf diese Ergebnisse negativer Natur endlich

noch einen positiven Satz folgen, welcher so lautet:

Theorem (S.249),

Soll die Massenbelegung der geschlossenen Curve oder Fliche
6 von solcher Art sein, dass ihr Potential auf ¢ selber vom
-daselbst vorgeschricbenen Werthen fy nur durch eine un-
bestimmte additive Constante differirt, und ist ausserdem die
Gesammimasse M der Belegung gegeben, — so wird hiedurch
jene Belegung (d. h. ihre Dichtigkeit) eindeutig bestimmt sein.

Beweis. — Bezeichnet V' das Potential der in Rede
stehenden Belegung, so muss zufolge der gemachten An-
forderungen :

(Gesammtmasse von V)= M,
Ve = fs + Const.
sein. Hierdurch sind [nach Theorem (A.%49)] die V, ein-
deutig bestimmt. Durch die ¥, sind aber mitbestimmt die
Vs, und durch letztere sind mitbestimmt die V; [zufolge des
Satzes (31.)]. Aus den V, und V; ergiebt sich aber schliess-

lich die Dichtigkeit 0 der Belegung vermittelst der bekannten
Formel:

Vi 9Va
—2W0 =70+ 5N -

W. z. z. w.

Schlussbemerkung. — Leicht erkennt man, dass die Be-
trachtungen dieses § nicht nur fiir das Gebiet 3§, sondern
auch fiir das allgemeinere Gebiet 3™ Giiltigkeit haben [vgl.
den § 7, Seite 23]. '
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§ 13.

Fortsetzung. Die‘ extremen Werthe des Potentials in einem
gegebenen Gebiet (Gebiet €).

Es seien ¢ und s zwei ineinander liegende geschlossene
Curven oder Flichen, und zwar sei ¢ die kleinere, s die
grossere.  Durch ¢ und s
zerfillt die ganze unendliche
Ebene resp. der ganze unend-
liche Raum in drei Gebiete
S, €, A, von denen das
erste innerhalb 6: das zweite
zwischen ¢ und s, das dritte
ausserhalb s liegt. Wir be-
zeichnen, dhnlich wie friiher, |
die auf o und s gelegenen
Puncte mit denselben Buch-
staben, also resp. mit ¢ und s,
ferner die innerhalb § oder ¢ oder U gelegenen Puncte
resp. mit ¢ oder ¢ oder a.

Ferner sei Q das Potential irgend welcher innerhalb
gelegener Massen M, und W das Potential von irgend wel-
chen Massen M, die innerhalb A gelegen sind.

R ¢ s A
M M
Q w
Wir wollen nun annehmen, diese Potentiale Q und W

" seien unter einamder identisch .in allen Puncten des Gebietes G

(d. @. in allen Puncten 6, c, s), und die Consequenzen auf-

suchen, zu denen eine solche Annahme hinleitet. Dabei

unterscheiden wir zwei Fille.

Erster Fall. Die gemeinschaftlichen Werthe von Q und
W im Gebiete & sind nicht constant, sondern an ver-
schicdenen Stellen dieses Gebietes von verschiedener Grosse. —
Die beiden Extreme der Werthe W;, W,, W, W, liegen
[nach Theorem (J.)] auf der Grenze des Gebietes § + G,
d. i. auf s. Und bezeichnen wir diejenigen Puncte der Grenze
s, in denen diese extremen Werthe sich vorfinden, mit s,
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und s,, so gelten [ebenfalls nach Theorem (J.)] fiir jedweden
Punct ¢ oder ¢ oder ¢ die Formeln:

W.<W: < W,,

W. < Woe< W,,

W< We< W,
die Zeichen genommen in sensu rigoroso.*) Von besonderer
Wichtigkeit fiir unsere Zwecke ist die zweite dieser Formeln.
Wir kénnen dieselbe, weil Q und W im Gebiete ¢ identisch
sein sollen, auch so schreiben:

Q, < QW< Q,.

Q ist aber das Potential der Massen M; und die beiden
Extreme der Werthe Q,, Q,, Q., Q, miissen daher [nach
Theorem (4.)] entweder auf der Grenze 6 des Gebietes A 4 G,
oder in unendlicher Ferne liegen. Folglich muss wenigstens
eines dieser beiden Extreme auf ¢ sich befinden.**) Bezeich-
nen wir denjenigen Punct von o, in welchem dieses Extrem
stattfindet, mit 6,, so muss also Q,, entweder grisser sein als
simmtliche Werthe Q,, Q,, Q., oder aber kleiner sein als
all’ diese Werthe. Im ersten Fall miissen also die Formeln
stattfinden:

Qo > Q) Q> Q,,
und im zweiten Fall die entgegengesetzten Formeln:

Qs < Ry R, < Q-
Dus Eine wie das Andere steht aber in Widerspruch mit
den fiir alle Puncte ¢, mithin auch fiir ¢, giiltigen Formeln
(31.). Folglich ist der hier betrachtete erste Fall (36.) un-
maoglich.

Zweiter Fall. Die gemeinschaftlichen Werthe von Q
und W im Gebiete € sind constant, etwa = C. — Diese
Constanz von Q wird, weil die Massen dieses Potentials inner-
halb § liegen, nothwendig sich erstrecken auf das ganze
Gebiet € 4+ A [Satz, Seite 9]. Folglich kann der constante
Werth C kein anderer sein, als Q_, d. i. O oder co. Den

*) Diese Behauptung iiber die Zeichen stiitzt sich auf die in (36.)
uber die Nichtconstanz von Q und W gemachte Annahme.
**) Denn befinden sich beide in unendlicher Ferne, so wirden

beide == Q, sein, und es miisste dann also Q fiir alle Puncte a, s, ¢, ¢

constant, nimlich = Q_ .sein. Eine solche Constanz steht aber in Wider-
spruch mit der Determination (86.) des augenblicklich betrachteten Falls.

37,

39,
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constanten Werth oo annehmen zu wollen, wiirde aber absurd
sein; und es bleibt_also nur der Werth O iibrig. In dem
hier betrachteten zweiten Fall muss also der gemeinschaft-
liche Werth von Q und W im Gebiet € nothwendig = O sein.

Da nun der erste Fall unmoglich ist, so wird der hier
betrachtete zweite Fall der einzig mogliche sein; und wir
gelangen daher zu folgendem Resultat.

Theorem (C.).

Reprisentirt 6 eine ringformige Fliche oder einen schalen-
formigen Raum, und sind Q und W die Potentiale sweier
Massensysteme M und M, welche ausserhalb € gelegen und
durch € von einander getrennt sind, so kinnen Q und
W im Gebiete G unmdiglich identisch sein, — es sei denn,
dass sie daselbst = 0 sind.

Erweiterung der eben angestellten Untersuchungen. —
Wir wollen die bisher benutzten Bezeichnungen

R) ¢ ¢ s A
M M
Q w
ungeéndert beibehalten, gegenwiirtig aber annehmen, dass

Q und W im Gebiete C (d. i. fiir alle Puncte o, ¢, s) durch
eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten :

aQ+ W+ y=0 :

verbunden seien, und die //’—\
Consequenzen aufsuchen, e

zu denen diese Annahme g0/ \
hinleitet. / -

Offenbar konnen wir s Y \
die Constante y als das { // :
Potential einer Kreislinie / c |
oder Kugelfliche s° auf- \ i ,I

fassen, welche die Curve \ \ - /

oder Fliche s in irgend S
welchem Abstande um-
. schliesst. Denn denken :

wir uns diese Kreislinie
oder Kugelfliche s’ mit einer gewissen Masse M° gleich-
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missig belegt, so wird in der That das Potential von M
in allen Puncten des Gebietes € constant, und, bei geeigneter
Wahl von M°, gleich y werden. Setzen wir also

W’=ﬂW+7’s
Q' = —aQ,

so konnen wir W’ als das Potential der Massen g M + M",
und Q' als das Potential der Massen — @M ansehen; wobei
unter 8 M und — M Massen zu verstehen sind, deren Dich-
tigkeiten von denen der gegebenen Massen M und M nur
durch die hinzugetretenen Factoren § und — « sich unter-
scheiden.

Durch (42.) gewinnt unsere Annahme (41.) die Gestalt:

' Q=W '

Aus dieser Uebereinstimmung der Potentiale Q" und W' im
Gebiete G folgt aber [nach dem vorhergehenden Theorem (C.)]
sofort, dass Q und W’ daselbst {iberall = 0 sind. Und

hieraus folgt mit Rilcksicht auf (42.), dass daselbst (némlich
im Gebiete €) iiberall die Gleichungen stattfinden:

_ Q =0.
Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Theorem (C’.).

Reprasentirt € eine ringformige Fldche oder einen schalen-
formigen Raum, sind ferner Q und W die Potentiale zweier
Massensysteme M und M, welche ausserhalb € gelegen und
durch G von einander getrennt sind, und findet endlich
awischen diesen Potentialen in allen Puncten des Gebietes ©
eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten statt:

aQ+pW4y=0,
so sind Q und W im Gebiete € constant.

Auch konmen diese constanten Werthe sofort amgegeben
werden. Befindet sich namlich das Massensystem M innerhalb
des von € umschlossenen Gebietes, so wird der constante Werth

von Q durch O, und der von W durch — ;i dargestellt sein.

42.

43.
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§ 14.

Fortsetzung. Die extremen Werthe des Potentials.
(Eigenthiimliche Gestalt des Gebietes .)

In der Ebene .sei eine unge-|
schlossene Curve ¢ gegeben, und|
simmtliche Puncte der Ebene
mbgen, je nachdem sie auf o,
oder nicht auf ¢ liegen, resp.
mit ¢ oder a bezeichnet sein;
so dass also jedweder Punct a
durch irgend welche, wenn auch
noch so kleine, Entfernung von

Im Raume sei eine umgeschlos-
sene Fliche ¢ gegeben, und
simmtliche Puncte des Raumes
mdgen, je nachdem sie auf ¢
oder nicht auf ¢ liegen, resp.
mit ¢ oder a bezeichnet sein;
so dass also jedweder Punct a
durch irgend welche, wenn auch
noch so kleine, Entfernung von

der Curve getrennt ist.

der Fliche getrennt ist.

Das durch die Gesammtheit der Puncte a gebildete Gebiet
9 ist alsdann von #hnlicher Beschaffenheit, wie das friher
mit Y bezeichnete, ndmlich ebensd wie jenes nach Aussen
unbegrenzt, und nach Inhen von ¢ begrenzt. Bezeichnet
daher ¥ das Potential irgend welcher auf ¢ ausgebreiteten
Massen, so werden offenbar fiir die beiden Exztreme K und
G der Werthe V, dhnliche Sitze wie friher gelten. In der
That gelangt man, genau auf demselben Wege wie damals,
zu zwei Theoremen, welche den frilheren Theoremen (A4.)
und (4'.) vollig analog sind, und folgendermassen lauten:

Theorem (a.).

Bezeichnet man das Potential irgend welcher Massen, die
auf einer ungeschlossenen Curve oder Fliche ¢ ausgebreitet
sind, mit V, und beseichnet man ferner alle nicht auf ¢ ge-
legenen Puncte der Ebene resp. des Raumes mit a, so sind,
“was die beiden Extreme K, G der Werthe V betrifft, zwei
Moglichkeiten vorhanden.

Erste Moglichkeit: Die V sind nicht diberall = O,
Alsdann liegen jeme Extreme K, G entweder auf o
oder im Unendlichen. Hieraus folgt einerseits, dass K, G
tdentisch sind mit sweien der Zahlen K,, G4, V_, wo K,
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den Lleinsten und G4 den grissten der Werthe V4 bezeichnet;
und andererscits, dass fiir jeden endlichen DPunct « die
Relation stattfindet:

K<V.<@,
die Zeichen genommen in sensu rigoroso.

Zweite Moglichkeit: Die V simd simmtlich = 0.
Alsdann ist die vorstehende Formel nicht mehr richtiy, sondern
zu ersetzen durch:

K= a=G=O,

Theorem (a.’).

Gicht man diber zu dem speciclleren Fall, dass dic Summe
der gegebenen Massen = 0 ist, so gestalten sich die in
Rede stehenden Maoglichkeiten folgendermassen:

Erste Miglichkeit: Die V sind micht diberall = O.
Alsdann licgen die gesuchten Extreme K, G noth-
wendig auf 6, und sind also identisch mit den Grossen
Ky, G,. . Hieraus folgt, dass fiir jeden beliebigen (end-
lichen und unendlichen) Punct a die Relation stattfindet:

K, < V.<Gs,

mithin z. B. auch folgende:
Ka < V,n < GU H
d. i.%)
K, <0 < Gy,

iiberall die Zeichen genommen n sensu rigoroso.

Zweite Moglichkeit: Die V sind diberall = 0. Alsdann
sind die verschiedenen Relationen nicht mehr richtiy, sondern
2u ersetgen durch:

Ka= V(I=G¢=O-

*) Denn es ist ¥, nothwendig = 0; weil wir vorausgesetvt haben,
dass die Summe der Massen = 0 sei.

Neumann, Potential. 4
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§ 15.
Nachtrigliche Bemerkungen.

Ueber den auf Seite 9 erwihnten Hiilfsatz. — Jener
Satz kann folgendermassen ausgesprochen werden:

l
|

| I
0 r R
Ist die Function f(r) in Erstreckung®) eimes gegebenen
Intervalles O . ... R durch die convergente Reihe darstellbar:

f)=A+Br4+Cr*+4 Dr¥ 4 ..... )

und ist ferner bekamnt, dass die Function in Erstreckung des
Lleineren Intervalles O....% constant sei, so wird diese
Constang stets sich ausdehnen tiber das ganze Intervall O..... R.

Beweis des Satzes. — Die Function f(r) hat nach (1.)
im Puncte O den Werth 4, und hat daher, weil sie in Er-
streckung des kleineren Intervalles constant ist, den Werth
A in simmtlichen Puncten dieses Intervalls. Folglich findet
fiir jedwedes der Bedingung

0<rLr
entsprechende » die Gleichung statt: .
A4+ Br+Crr+Drd4..... =4,
d. i. die Gleichung:
V r(B+Cr+Drt4.....)=0.

Diese Gleichung, deren linke Seite aus zwei Factoren besteht,
kann offenbar im Punct O durch das Verschwinden des
ersten, in allen iibrigen Puncten  aber nur durch ein Ver-
schwinden des zweiten Factors stattfinden. Und es muss also
fiir jedes der Bedingung®**)

O<rr

(sic!)
entsprechende Argument r die Formel erfiillt sein:

B4+Cr+Drt+....=0,

*) Die Convergenz und Giiltigkeit der genannten Reihenentwicklung
soll vorausgesetzt werden ¢n Erstreckung des Intervalls 0 . ... R; —
d. h. fiir alle Puncte des Intervalls, inclusive der beiden Endpuncte.

**) Das zugefiigte (sic!) soll die Aufmerksamkeit auf das dariiber
stehende Zeichen lenken, welches nicht <7, sondern < lautet.



Allgemeine Theorie des Potentials, 51

d. 1. die Formel:

B4rC+Dr+.-.)=0.

Nun konnen wir aber, unbeschadet der Bedingung (5.),
das r beliebig nahe an O herandriicken; also vermittelst der
Formel (7.) nachweisen, dass die Constante B kleiner sei als
ein beliebiger Kleinheitsgrad &. Folglich ist

B=0.
In &hnlicher Weise konnen wir nunmehr offenbar zeigen,

dass auch die folgenden Constanten C, D.... simmtlich
=0 sind. W. z b. w.

Ueber das auf Seite 9 genannte die Constanz des
Potentials betreffende Theorem. — Dieses Theorem ist, so
weit es den Raum, d. i. das Newton’sche Potential betrifft,
in Gauss’ allgemeinen Lehrsiitzen Art. 21 auf einem anderen
Wege bewiesen worden, der indessen weniger strenge sein
diirfte.  Gauss spricht jenes Theorem daselbst folgender-
massen aus:

Das Potential V von Massen, die simmtlich ausserhalb
eines zusamimenhingenden Raumes liegen, kann nicht in einem
T'heile dieses Rawumes einen constanten Werth und zugleich in
cinem andern Theile desselben einen verschiedenen Wertlh haben.

Zugleich Lemerkt Gauss daselbst, dass dieses Theorem
folgende zwei Sitze in sich birgt:

I. Wenn der die Massen enthaltende Raum einen massen-
leeren Raum umschliesst, und das Potential in einem Theil
dieses (letstern) Raumes einen comstanten Werth hat, so gilt
dieser fiir alle Puncte des ganzen ecingeschlossenen Raumes.

" II. Wenn das Potential der in einen endlichen Raum
eingeschlossenen Massen in irgend einem Theil des dussern
Raumes einen comstanten Werth hat, so gilt dieser fiir den
ganzen unendlichen dusseren Raum.

In analoger Weise kann man das in Rede stehende all-
gemeine Theorem natiirlich auch zergliedern fiir den Fall der
Ebene, d. i. fiir den Fall des Logarithmischen Potentials.

Die Dirichlet’schen Vorlesungen.*) — Wenn ich mich
in simmtlichen §§ dieses Capitels fast ausschliesslich auf

*) Herausgegeben von Dr. F. Grube. Leipzig, bei Teubner. 1876.
4%

10.
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Gauss allgemeine Lehrsiitze gestiitzt habe, so ist doch nicht
unerwihnt zu lassen, dass Dirichlet den Begriindungen jener
Lehrsiitze in vielen Beziehungen eine grossere Einfachheit
und Anschaulichkeit verliehen hat. Um die Eleganz der
Dirichlet'schen Methoden an einigen Beispielen zu zeigen,
greifen wir zuriick zu den Sitzen (27.) Seite 12, und (35.)
Seite 14.

Wollen wir den Weg verfolgen, auf welchem Dirichlet
zum erstern Satze gelangt, so haben wir zu beginnen mit
folgendem (leicht zu beweisenden) Hiilfsatz:

Ist eine Kugelfliche vom Radius A in ungleichformiger
Weise mit Masse erfiillt, deren Dichtigkeit zwischen — A und
-+ A wvariirt, so wird das Potential V dieser Masse auf einem
Punct (z, y, z) stets den Relationen entsprechen:

— 87AZA < V < + 8xA%A,
—87:AA<a <+ 8zA A,

welche Lage man dem Punct tm Innern der Kugelfliche auch
zuertheilen mag.

Sobald wir diesen Hiilfsatz bewiesen haben, erkennen
wir alsdann sofort auch die Richtigkeit des zu beweisenden
Satzes (27.) Seite 12.

Um andererseits den Weg 2 verfolgen, auf welchem
Dirichlet zu dem zweiten Satz gelangt, haben wir ebenfalls
einen gewissen Hiilfsatz uns anzueignen, welcher lautet:

Man denke sich cinen nach beiden Seiten ins Unendliche
laufenden Kreiscylinder vom Radius A, ferner ein innerhalb
dieses Cylinders gelegenes Flichenstiick, dessen simmitliche
Normalen unter weniger als 60° gegen die Axe des Cylinders
geneigt sind. Ist nun dieses Flichenstiick in beliebiger
Weise mit Masse belegt, deren Dichtigkeit zwischen — A und .
+ A wvariirt, so wird das Potential V dicser Belegung auf
einen Punct (z, y, 2) der Rclation entsprechen:

— 8zAA < V < 4 87AA,
welche Lage man dem Punct innerhalb dcs Cylinders auch
immer zuertheilen mag.

Sobald wir diesen Hiilfsatz bewiesen haben, erkennen
wir alsdann sofort auch die Richtigkeit des zu beweisenden
Satzes (35.) Seite 14.
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Einige Anwendungen der Green’schen Niitze.

In der Theorie des Logarithmischen und Newton’schen
Potentials gelten bekanntlich folgende Sitze:

Die Wirkung ciner gleichmdssiy
mit Masse belegten Kreislinie ist
auf innere Puncte =0, und
andererseits auf dussere Puncte
eben so gross, als wdre die ganze
Masse der Belegung im Mittel-
punct concendrirt.

Die Wirkung ciner gleichmdissig
mit Masse belegten Kugelfliche ist
auf innere Puncte =0, und
andererscits auf dussere Puncte
eben so gross, als ware die ganze
| Masse der Bclegung im Mittel-

1 punct concentrirt.

Diesen bekannten und auch im ersten Capitel bereits,er-

wihnten Sitzen (vgl. Seite 13,
beigefiigt werden, welche so lauten:

Ist die Dichtigkeit der Bclegung
ciner Kreislinie umgekehrt pro-
portional den Quadratcn der
von irgend einem innern Punct
x nach der Kreislinic gezogenen
Strahlen, so wird ihre Wirkung
auf dussere Puncte cben so gross
sein, als wdre dic ganze Masse
der Belegung im x concentrirt;
wdhrend gleichzcitig ihre Wirkung
auf immere Puncte eben so gross
ist, als wdire jene Masse in dem
2u % conjugirten®) Puncte x’ con-
centrirt.

14) konnen zwei andere Sitze

Ist dic Dichtigkeit der Belegung
ciner Kugelfliche umgekehrt pro-
portional den Cuben der wvonm
irgend cinem innern Punct x
nach der Kugelfliche gelegten
Strahlen, so wird ihre Wirkung
auf Gussere Puncte eben so gross
Isein , als wdre die ganze Masse

i‘der Belegung in x concentrirt;
Lwiihrend gleichzeitig ihre Wirkung

auf imnerc Puncte von solcher
Grisse ist, als wire in dem zu x
conjugirten Punctc x' eine Massc

iconcentrirt, welche gleichist der

*) Ich nenne zwei Puncte  und x’ 2u einander conjugirt in Bezug

auf eine gegebene Kreislinie oder Kugelfiiche, wenn beide auf derselben

vom Centrum ausgebenden Linie

liegen, und wenn ausserdem das

Product ihrer Centraldistanzen gleich dem Quadrat des Radius ist.
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| gegebenen Masse , multiplicirt mit

der Centraldistanz des Punctes z’,
|und dividirt durch den Radius
| der Kugelfliiche. -

 Obwohl ich diese Sitze bereits im Jahre 1861 aufgestellt,
und theilweise auch publicirt habe*¥), so mag es mir doch
gestattet sein, hier von Neuem auf den Gegenstand einzu-
gehen, und zu zeigen, dass die Ableitung der in Rede stehen-
den Sitze durch unmittelbare Anwendung der Green'schen
Formeln sich bewerkstelligen ldsst.

§ 1.
Einige Aufgaben iiber die Kreislinie, unter Zugrundelegung
des Logarithmischen Potentials.

Priliminarien. — Es sei 0 eine Kreislinie mit dem Centrum
¢, dem Radius 4 und der #ussern Normale N. Ferner seien
2z und 2z’ zwei in Bezug auf diese Kreislinie conjugirte Puncte
(der eine das sogenannte Spiegelbild des andern). Ferner
seien. B, R’ die Entfernungen der Puncte z, ' von ¢, und
"E, E’ ihre Entfernungen von irgend einem Puncte o, der
auf der gegebenen Kreisperipherie liegt. Endlich sei y der
Winkel der Linie czz’ gegen den Radius ca.

Nach der Definition der Puncte z, z’ ist RR = A2
und hieraus folgt, dass die Dreiecke

*) In einer kleinen Schrift: ,,Losung des allg. Problems viber den
stationdren Temperaturzustand einer homogenen Kugel ohme Hiilfe von
Reihenentwicklungen nebst einigen Sitzen sur Theorie der Aneiechung.‘
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REA und AE'R’

einander dhnlich, mithin ihre Seiten einander proportional
sind. Somit erhalten. wir:

R=1i4,

E =iF,

A=AR";
und zu diesen Formeln wolléh wir noch folgende hinzufiigen :
E* =4>4 R* —2AR cosy, Ea—lz =A— R cosy,
E?—A*4 R*—24AR'cosy, E' 3E_ A— R cosy

Setzen wir nun :
T = log IvlJ_ )

: T = log j}j" ,
so ist mach (2.): ,
Ir— T'-—logE:—-logR—logA,
und ferner mit Riicksicht auf (3.):

oT 1 0E _ Rcosy—4
GN—T"EN—  E
07" 1 9E° _R'cosy— 4
INTTENT  ET
(Acosy-—R)

Et4

wo beim Uebergang von der vorletzten zur letzten Zeile die
Formeln (2.) benutzt sind.*) Hieraus folgt:

Halle, bei Schmidt. 1861. Die Prioritdt der Entdeckung dieser Sitze
diirfte iibrigens (wenigstens so weit sie den Raum betreffen) Thomson
zuzuschreiben sein,

*) Dieser Uebergang bewerkstelligt sich am Bequemsten nach dem
Princip der Homogeneitiit. Es ist ndmlich der in der vorletzten Zeile
stehende Ausdruck "

= 7 ,
wo F die Bedeutung hat:

Fe (R’ cosy—A)_é'

E:
Dieses F' ist also eine homogene Function 0'** Ordnung in Bezug auf
A, E', R’, und bleibt also ungeiindert, wenn man diese drei Argu-

i 1)
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9T 9T _ R—ar
a“lTr " 31\7 T B4
A*+ R*—24Rcosy 1,
+ AN T T A R

und hieraus folgt weiter*) mit Riicksicht auf (2.):

oT _ 9T' _ A*—R"
a'lTr“a“z\f = "E

Erste Aufgabe. — Es sei V das Potential irgend welcher
unbekannten Massen, die theills ausserhalb o, theils auf o
ausgebreitet sind. Es soll V. ermittelt werden, falls die V,
(d. i. die Werthe auf &) gegeben sind.

Nach den Green’schen Formeln [(41. &, 0, &) Seite 19] ist:

0= aN da

oT’ ,dV
0= [(P2E — 72%) aa,
or oV
— 2wV, —f(V — T 6717) do.

Durch Subtractlon der beiden letzten Formeln erhalten wir -
sofort:

(0T T N oV

wo das letzte Integral, in welchem 7' — T einen comstanten

Werth hat [vgl. (5.)], auf / 9 o sich reducirt, und also
[nach (9.)] gleich Nuil ist. Wir finden also:

. (0T

mente mit den proportionalen Argumenten B, K, A [vgl. (2.)] ver-
tauscht. Wir konnen daher F auch so darstellen:

(Acosy — R)R
=
W. 4. 2. W.
*) Am Bequemsten wiederum mit Hiilfe des Princips der Homo-

geneitit (vgl. die vorhergehende Note),
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Zur Elimination von 3 v kdonnen wir nach Belieben entweder

die Formel (6.0) oder die Formel (6.0) benutzen In solcher
Weise erhalten wir successive:

2‘6’ Vz fV—E;Z 13,
2wV,=—jV(2W+Z)da. 1.

Nun ist bekanntlich [vgl. (4.)]:

T =log ‘;— + 2 % (%:—)" cosny,
1

mithin
6_1f -—— 2 ( ) cos ny,
281+A ——22%(1)"0'03”7,
also nach (14.): l
2wV, :V{1+22‘°7 ?Ycosn do
z =j (z‘/ 7’# ik 15,
1

Die drei Formeln (13.), (14.), (15.) reprasentiven die
Losung der gestellten Aufgabe in drei verschiedenen Gestalten.

Bemerkung. — Setzen wir zur augenblicklichen Ab-
kiirzung:
5 _A—R 1
°= Temd EY’ 16
so gewinnt die Formel (13.) folgende Gestalt:
Vo= [V,0,do. . 1.

Diese Formel wird [ebenso wie die fritheren (13.), (14.), (15.)]
giiltig sein fiir jedes beliebige Potential V, dessen Massen
ausserhalb o liegen. Bringen wir nun dieselbe z. B. auf ein
Potential ¥ in Anwendung, welches «uf und innerhalb o
constant, etwa = 1 ist, so erhalten wir:

1=‘/'60d6. 18.

Und bringen wir andererseits jene Formel (17.) auf das Potential
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V, = TI.. in Anwendung, wo a ein beliebig gegebener Punct
ausserhalb ¢ sein soll, so folgt:

T.. ==j T.s0,do.

Die letzten Formeln gewinnen eine anschauliche Be-
deutung, sobald wir dem Punct = eine feste Lage zuertheilen,
und gleichzeitig unter 0, die Dichtigkeit einer auf & aus-
gebreiteten Massenbelegung uns vorstellen. Alsdann nimlich
sagt die Formel (16.) aus*), dass diese Dichtigkeit proportional

ist mit Eig Sodann sagt die Formel (18.) aus, dass die Ge-

sammtmasse dieser Belegung = 1 ist. Und endlich sagt die
Formel (19.) -aus, dass diese Belegung fiir alle Puncte a
(d. i. fiir alle ausserhalb o gelegenen Puncte) dquipotential
ist mit einer in z concentrirten Masse 1. Denkt man sich
also die Masse 1 auf einer Kreislinie ¢ der Art vertheilt,
dass ihre Dichtigkeit umgekehrt proportional ist den Qua-
draten der von irgend einem ¢nnern Punct z nach ¢ gezogenen
Strahlen, so wird das Potential dieser Belegung auf dussere
Puncte genau eben so gross sein, als wire jene Masse 1
im Punct z concentrirt. — Mit andern Worten:

Denkt man sich die Masse M auf einer Kreislinie 6 in
solcher Weise ausgebreitet, dass thre Dichtigkeit umgekehrt
proportional ist den Quadraten der von irgend einem innern
Punct x nach o gegogenen Strahlen, so wird- das Potential
dieser Belegung auf dussere Puncte genau eben so gross sein,
als ware die Masse M in jenem innern Puncle x concentrirt.

Zweite Aufgabe. — Fs sei V das Potential irgend wel-
cher unbekannten Massen, die theils innerhald 6, theils auf
6 ausgebreitet sind. Es soll die Summe M dieser Massen er-
mittelt werden, falls die V, (d. i. die Werthe von ¥ auf o)
gegeben sind.

%) Die Formel (16.) ist ndmlich von der Gestalt:
K
60 = F ’

wo K eine Constante ist; denn wir haben den Punct 2 als fest voraus-
gesetat,
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Setzen wir T = log -é- , und verstehen wir unter E die

Entfernung eines variablen Punctes vom Centrum c¢ des
Kreises 6, so ist nach den Green’schen Formeln [(42. «, 8),
Seite 21]:

fg—l‘\’, do — — 2TM,

f(Vg-}—T 0%) do =o.

Da in der letztern T auf die Entfernung des Elementes do
vom Centrum c sich bezieht, so ist offenbar:
1 oT 1,
T=10ng N T 4>
wodurch die Formel iibergeht in:

‘%deG + (log %) g; do =0,
Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (22.) sofort:
M—_[Tde

2w A (log —A—)
und hierdurch ist die gestellte Aufgabe in einfachster Weise gelost.

Dritte Aufgabe. — Es set V das Dotential irgend wel-
cher unbekannter Massen, die theils auf theils innerhalb o
ausgebreitet sind. Es soll V, berechnet werden, falls dic V,
gegeben sind. Dabei soll, genau wie bisher, unter z’ irgend
ein Punct ausserhalb o verstanden werden, und gleichzeitig
unter «' der conjugirte Punct innerhalb ¢. Ueberhaupt
mogen alle Bezeichnungen dieselben bleiben wie bisher, und
angedeutet sein durch die Figur:

22,

24,
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Alsdann ist nach den Green’schen Formeln [(42. 9, &),
Seite 21]:
’ T |4
o=f V‘i—__ T %)do,

2w Vy _j( T'”)du;

hieraus folgt durch Subtraction:
‘(2T _er e v
2w V.= [V (a—l-v-—ﬁ) dd—j(T AP
Oder weil [nach (5.)] T — I'= — log ii ist:
3T A4
25V, —fV or _ do—l—(logA) 0% do,

oder. falls man das Integral / 5N d ¢ mit Hiilfe der Gleichung
(24.) eliminirt:

aT 8T , log R’ — log A.)
2w Vy —IV 5N a—N-{————Alog—A do
‘Wenn man in dieser Formel das 271\'7 eliminirt, und zwar: ein

Mal durch (7 0), das andere Mal durch (1. @), so erhalt
man successive:

]og R'—log 4

‘ . 9 oT" log R
Zsz'—JV (JaN + AlogA) do.
Nun ist bekanntlich:

’ 1 S 1 A\
T=1°g1‘f'+27[ (17) cos ny,
1
or’ 3 1 (4\"
W=0+21(17) cosny,
1

or log R° _ log R’ . w_l__(_A_)" .
23 +A"lo_gA“ _"A'log_zi—l-zzl'xi RT) 8"
also nach (29.):

QWV?'=J.V{lﬁ)ggﬁ —|—22(I$)ncosn7}a’.

mithin:
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Die drei Formeln (28.), (29.), (30.) reprisentiren die
Lisung der gestellten Aufgabe in drei verschiedenen Gestalten.
Bemerkung. — Setzen wir zur Abkiirzung:

‘2 . A2
60=R’ A 1

so geht die Formel (28.) iiber in:

Ve — f Vedsdo + EE 084 (Vao,

Nehmen wir nun beispielsweise ¥V, = T, wo ¢ das Centrum
von ¢ bezeichnet, so erhalten wir:

log %, = (log ;})fd,do’—l— (log ler — log ::) s
fo,do=1.

Nehmen wir ferner als zweites Beispiel V. = T;., wo i
einen beliebigen Punct ¢nnerhalb o vorstellen soll, und be-

d. i.

achten wir dabei, dassz; sdo=2%A logi ist [vgl.(32. a,7)
Seite 14], so erhalten wir:

T, =fT,-‘,6.,da + (log 3 — log } ).

Denken wir uns nun den Punct z’ fest, und 8, als die Dichtig-
keit einer gewissen auf 6 ausgebreiteten Massenbelegung, so
erkennen wir aus den Formeln (31.), (33.), (34.), dass diese

Belegung eine mit 7%7 proportionale Dichtigkeit hat, dass sie

ferner die Gesammtmasse 1 besitzt, und dass sie endlich in
Bezug auf alle innern Puncte, abgesehen von einer additiven

Constanten (log R}—, — log }) , dquipotential ist mit einer in 2’
concentrirt gedachten Masse 1. Uebertragen wir dieses Er-
gebniss von einer Masseneinheit auf M Masseneinheiten*), so
gelangen wir zu folgendem Satz:

Ist eine gegebene Masse M auf einer Kreislinie 6 der Art
ausgebreitet, dass thre Dichtigkeit umgekehrt proportional ist
mit den Quadraten der von irgend einem Gussern Punct z’

*) Was dadurch geschieht, dass man die Formeln (31.), (33.), (34.)
mit M multiplicirt.

81,

82,

38,

34,
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nach @ gezogenen Strahlen, so wird das Potential dieser Be-
legung auf innere Puncte, abgesechen von einer additiven Con-

. Stanten, eben so gross sein, als. ware die Masse M in jenem

adussern Punct x' concentrirt.
Jene additive Constante ist

=M (logl%,——log%),

wo R’ die Centraldistanz des gegebenen dussern Punctes, und
A den Radius von 6 bezeichnet.
Zusammenfassung. — Der in der Relation (2.):
E=1FE,
enthaltene Factor A ist constant, sobald man die conjugirten
Puncte z, 2’ als fest betrachtet; denn es ist [ebenfalls nach

@ a=2—2 _ /2 Somit folgt aus (36), dass die

in den Sitzen (20.) und (35.) betrachteten Belegungen iden-
tisch sind; so dass wir also jene Sitze folgendermassen zu-
sammenfassen konnen:

Reprisentirt x cinen gegebenen Punct innerhalb der
Kreislinie 6, und ' den comjugirten dussern Punct, und ist
ferner auf & eine gegebéne Masse M in solcher Weise ausge-
breitet, dass ihre Dichtigkeit mit den Quadraten der von z
nach 6 gelegten Strahlen oder (was auf dasselbe hinauskommt)
mit den Quadraten der von x' nach o gelegten Strahlen
wmgekehrt proportional ist, so wird das Potential dieser Be-
legung auf dussere Puncte eben so gross sein, als wire die
Masse M in z concentrirt; und gleichzeitig wird ihr Potential
auf innere Puncte, abgesehen von einer additiven Constanten,

_ eben so gross sein, als ware die Masse M in z’ concentrirt.

§ 2.
Analoge Aufgaben iiber die Kugelfiiche, unter Zugrundelegung
des Newton'schen Potentials.

Préliminarien. — Xs sei ¢ eine Kugelfliche, deren
Centrum, Radius und iHussere Normale resp. mit ¢, 4 und
N bezeichnet sein mogen. Ferner seien z und 2” zwei in
Bezug auf diese Kugelfliche conjugirte Puncte. Lerner seien
R, IR’ die Entfernungen der Puncte z, 2" von ¢, und E, E’
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* ihre Entfernungen von irgend einem Puncte ¢, der auf der
gegebenen Kugelfliche liegt. Endlich sei y der Winkel der
Linie czz’ gegen den Radius co. -

Alsdann sind wiederum*) die Dreiecke

REA und AFR
einander #hnlich, mithin:
R=144,
E=A.1E,

A=1AiR.

Auch wird:
F? =44 R —24R cosy, EX —A— Reosy,
E*— A4+ R —24R cosy, B — 4 R cosy.

Setzen wir nun

1
T = .E_ )
, 1
T"= &)
so wird nach (2.)
T_E_A_F
T E R 4
und ferner mit Riicksicht auf (3.):
or _ 1 9E_Rcosy— 4
oN "~ E* gN B
oT 1 ¢E Rcosy— A
INT TEi N  Ev
_ (Acosy — R)R
= T EaAa

Aus den beiden letzten Formeln folgt sofort:

*) Nimlich ebenso wie auf Seite 54. Obwohl die Betrachtungen des
gegenwiirtigen § mit denen des vorhergehenden im Ganzen parallel
lanfen, so sind doch sowohl hinsichtlich der Formeln wie hinsichtlich
der schliesslichen Resultate nicht unwesentiiche Unterschiede vorhanden,
Um diese Untersehiede moglichst deutlich hervortreten zu lassen,
werde ich die Formeln und Siitze des gegenwiirtigen § mit genau den-
selben Nummern versehen, wie die correspondirenden Formeln und
Stitze des vorhergehenden §. — Von einigem Nutzen bei den gegen-
wirtigen Rechnungen ist iibrigens wieder das Princip der Homoge-
neitdt, (Vgl. die Note, Seite 55.)

2]
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or A oT"  R*— A2

oN "R GN— H4A’
9T | A 9T _ T,
aNT RN =4}

und hieraus durch leichte Umgestaltungen:
A 0T oT’ A? — R

E aIN T N = Esa4
A oT T’ T
R 6N+ N = T 4 -

Erste Aufgabe. — Es sei V das Potential irgend welcher
unbekannter Massen, die theils auf, theils ausserhalb ¢
ausgebreitet sind. Es soll V, ermittelt werden, falls die V,
(d. i. die Werthe auf 6) gegeben sind.

Nach den Green’schen Formeln [(41.«, 0, &) Seite 19] ist:

v

oT’ T 8 vV
0=f(vm-~ )da,
oT y 0V
Multipliciren wir die beiden letzten Formeln resp. mit % und

— 1, und addiren, und nehmen wir dabei Riicksicht auf

die aus (5.) entspringende Relation 7' — i T° =0, so folgt:

¢ _ Q_T_ AaT
2w Vo= — [V (2% )da

Zur Elimination von g%} k6nnen wir nun nach Belieben ent-

weder die Formel (6.0) oder die Formel (6.6) bhenutzen. In
soleher Weise ergiebt sich successive:

2wV, = — [V E A ds,

: ’ oT | T

Nun ist bekanntlich:
_2 pas P, (cos p),
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mithin:

5 ——-2 n +1) ",q_; P, (cos p),

2o+ i— 2<2n+ 1) s Pn (c08 )5
also nach (14.):

2wV, =JV{§: @2n-F1) (i—i)" P,,‘ (cos 7)}-:%.

Die drei Formeln (13.), (14.), (15.) reprdsentiren die
Losung der gestellten Aufgabe.
Bemerkung. — Setzt man zur Abkiirzung
o, — A —E 1
97 T2wmA Ev?
so gewinnt die Formel (13.) folgendes Aussehen:
Ve=[V,0,da .

Nehmen wir nun beispielsweise fiir ¥ ein Potential, welches
auf und innerhalb ¢ iberall constant, etwa = 1 ist, so folgt:

1= fd,do.

" Und nehmen wir als zweites Beispiel ¥, = T,,, wo a einen
beliebigen Punct ausserhalb ¢ vorstellen soll, so ergiebt sich:

* Taz=/‘Taoaad6.

Vermittelst dieser Formeln (16.), (18.), (19.) gelangen wir
Léihnlich wie frither, Seite 58] zu folgendem Satz:

Ist eine gegebene Masse M auf der Kugelfliche o der Art
vertheilt, dass ihre Dichtigheit umgekehrt proportional ist mit
den Cuben der von irgend einem inmern Pumct x nach ¢
gezogenen Strahlen, so wird das Potential dieser Belegung auf
aussere Puncte eben so gross seim, als wire die Masse M in
jenem innern Puncte x concentrirt.

Zweite Aufgabe. — FEs set V das Potential irgend iwel-
cher unbekannten Massen, dic theils auf, theils imnerhald
6 ausgebreitet sind. Es soll dic Summe M dieser Massen er-
mittell werden, falls die V, (d. i. die Werthe von ¥V auf o)
gegeben sind.

Bezeichnen wir die Entfernung eines’ variablen Punctes

Neuma n n, Potential. 5

15,

17.

18.

21,
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vom Centrum ¢ mit E, und setzen é =T, so ist [vgl. (42.«, 6‘).
Seite 21]:
2V,
./a'—lv do = — 2% M )

(0T v
j(Va—N_Tﬁ)da=o.

Da in der letzten Formel T auf die Entfernung des Elementes

de vom Centrum c sich bezieht, so ist offenbar:

1 oT 1,
T=Z%, 5=z
wodurch die Formel iibergeht in:

1 1 [0V
Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (22.):

Svds
. M= 2B4 )
und hierdurch ist die gestellte Aufgabe gelost.

Dritte Aufgabe. — Es set V das Potential unbekannter
Massen, die theils auf, theils innerhalb der Kugelfliche 6
ausgebreitet sind. Es soll V. berechnet werden, falls die Vg
gegeben sind.

Haben 7, T" die in (4.) genannte Bedeutung, so ist
aach den Green’schen Formeln [(42.0, &), Seite 21]:

‘ . 0 '/(VM' ;)ds,

ov
2% V. f aN_ 1_v do.

Subtrahiren wir diese beiden Formeln von einander, nach-
dem zuvor die erste mit ‘-1, multiplicirt ist, und beriicksichtigen

wir dabei die aus (5.) entsprmgende Relation: T" — & T 0,
so folgt:
AT

Wenn wir nun hier die Elimination von ?;—11;. ein Mal mit

Hiilfe von (7.0), das andere Mal mit Hiilfe von (7.6) be-
werkstelligen, so erhalten wir successive:
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R — A
2w V.- =fV".E"-’:A -do,
’ er |, I
2wV, =JV (2 er 4") ds.

Und hieraus endlich erhalten wir mit Anwendung der be-
kannten ‘Entwicklungen :

,r @_1 A"
= Zu, vt Dn(co87),

oT". nA™!
o = 2 i Pu(087),
0

T |, T ) (20 4 1) A™!
Zowta=2 g Palcosy)

sofort: ‘
2w Ve = [V { D@0+ 1) ()" Paeos e
v

Die drei Formeln (28.), (29.), (30.) reprisentiren die
Lisung der gestellten Aufgabe in drei verschiedenen Gestalten.

Bemerkung. — Setzen wir zur Abkiirzung
6 _ R'ﬂ — A2 —1_
P "emaA BV

so geht die Formel (28.) tiber in
Ve = [ Vo05do.

Setzen wir nun beispielsweise: V, = T.,., wo ¢ das Centrum
von ¢ bezeichnet, so folgt:

Nehmen wir ferner als zweites Beispiel: V, = T;,, wo ¢
einen beliebigen Punct dninerhald ¢ bezeichnen soll, so er-
halten wir:

T;. =‘/‘Tiaé‘ad¢7 .
Die drei Formeln (31.), (33.), (34.) fiihren uns nun [ihulich

wie frither, Seite 61] zu folgendem Satz:
5*

31.
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Ist eine gegebene Masse M auf der Kugelfliche o der Art
ausgebreitet, dass ihre Dichtigkeit wmgekehrt proportional ist
den Cuben der von irgend einem Gussern Punct x' mach ¢
gezogenen Strahlen, so wird das Potential dieser Belegung auf
innere Puncte genau eben so gross sein, als wdire in jenem

. ’ . R -
dussern Punct 2" ecine Masse vom DBetrage 7M concentrirt,

wo R die Centraldistanz des Punctes z', und A den Radius .
der Kugelfliche bezeichnet.

Zusammenfassung. — Setzen wir die beiden conjugirten
Puncte z, ' als fest voraus, so ist der in der Relation (2.)
E=iF

enthaltene Factor 4 constant; und hieraus erkennen wir, dass
die in den Sitzen (20.) und (35.) besprochenen Belegungen
unter einander identisch sind. Demgemiss konnen wir jene
beiden Sitze folgendermassen zusammenfassen:

Reprisentirt x einen gegebenen Pumct imnerhaldb der
Kugelfliche 6, und x° den conjugirten dussern Punct, und
tst ferner auf 6 eine gegebene Masse M in solcher Weise aus-
gebreitet, dass thre Dichtigkeit mit den Cuben der von x nach
o gelegten Strahlen, oder (was auf dasselbe hinausliuft) mit
den Cuben der von z’ nach o gelegten Strahlen umgekehrt
proportional ist, so wird das Potential dieser Belegung auf
dussere Puncte eben so gross sein, als wire die Masse M in
x concentrirt; und gleicheeitig wird ihr Potential auf inmere
Puncte eben so gross scin, als wire in z’" eine Masse vom Be-

trage 5;;—"4 concentrirt, wo R’ die Centraldistanz des Punctes
z', und A den Radius der Kugelfliche bezeichnet.



Drittes Capitel.
Die Theorie der elektrischen Vertheilung.

Nach einem bekannten, schon von Gauss aufgestellten
Satz ist die elektrische Vertheilung auf einem gegebenen
Conductor (falls keine &ussern Krifte influiren) stets eine
gleichartige.*)

Wollten wir dieser Gauss’schen Ausdrucksweise uns an-
schliessen; nimlich die elektrische Schicht an der Oberfliche
eines gegebenen Conductors gleichartig oder wungleichartig
nennen, jenachdem das Vorzeichen ihrer Dichtigkeit iiberall
dasselbe, oder an verschiedenen Stellen ein werschiedenes ist,
so wiirden wir leicht zu Missverstindnissen Veranlassung
geben. Denn wollten wir z. B. von zwei Conductoren mit
gleichartigen Belegungen sprechen, so wiirde unwillkithrlich
die Vorstellung entstehen, als sollten die beiden Conductoren
unter einander verglichen werden; wihrend wir doch nur
auszudriicken beabsichtigen, dass das Vorzeichen der elektri-
schen Dichtigkeit auf jedem der beiden Conductoren constant
sei, unbekiimmert darum, ob diese beiden constanten Vor-
zeichen unter einander iibereinstimmen oder nicht. — Zur
Vermeidung solcher Missverstindnisse mogen die Worte
gleichartig und ungleichartig durch die griechischen Ausdriicke
monogen und amphigen ersetzt werden.

Ueber die Frage der Monogenitit oder Amphigenitit
existirt nun, wie im gegenwirtigen Capitel gezeigt werden
soll, eine grosse Reihe einfacher allgemeiner Sitze, von denen
jener zu Anfang genannte Gauss’seche Satz nur das erste
Glied ist. Wir nennen beispielshalber die folgenden:

1. Die elektrische Vertheilung auf einem gegebenen, Con-
ductor ist (falls keine fussern Kriifte influiren) stets monogen.

*) Gauss’ allg. Lehrsiitze, Art. 29.
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II. Sind zwet Conductoren belicbig geladen, so wird
(falls keine #ussern Krifte influiren) dmmer wenigstens auf
etnem dersclben eime monogene Vertheilung stattfinden. —
Haben insbesondere die Conductoren c¢ntgegengesetzte La-
dungen®), so finden auf beiden monogene Vertheillungen
statt, und swar von entgegengesetzlen Vorzeichen. — Hat
ferner der eine Conductor einc beliebige Ladung, der andere
die Ladung Null, so entsteht auf dem erstern eine monogene,
auf dem letstern eine amphigene Vertheilung.

III. Sind beliebig viele Conductoren mit beliebigen
Ladungen gegeben, so wird (falls keine #ussern Krifte in-
fluiren) immer wenigstens auf einem derselben eine monogene
Vertheilung stattfinden. — Sind insbesondere jene Ladungen
der Art, dass thre Summe = Q ist, so werden mindestens auf
zwet Conductoren monogene Vertheilungen vorhanden sein.

Auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall des Vorhanden-
seins dusserer Krifte existiren derartige Sitze, so z. B. fol-
gender:

IV. Die auf einem gegebenen Comductor durch einen
aussern elektrischen Massenpunct inducirte ' Belegung ist stets
monogen, falls der Conductor zur Erde abgeleitet, lingegen
stets amphigen, falls dexselbe isolivt und mit der Ladung Null
versehen ist.

Vergegenwirtigen wir uns den hohen Grad von All-
gemeinheit, der in all'’ diesen Sdtzen sich kundgiebt, ihre
Unabhiingigkeit von der Gestalt und relativen Lage der ein-
zelnen Conductoren, — so gelangen wir zur Ueberzeugung,
dass dieselben eine unmittelbare Consequenz der allgemeinen
Eigenschaften des Newton’schen Potentials sein miissen, und
demgem#ss zu der Vermuthung, dass analoge Sitze in der
Ebene existiren mochten unter Zugrundelegung des Loga-
rithmischen Potentials; wobei selbstverstindlich die leitenden
Korper durch leitende cbene Flichen, und die elekirischen

Fluida mit dem Wirkungsgesetz: -+ 2.? durch zwei fingirte

‘Fluida mit dem Gesetz 4 '—'Eﬁ zu ersetzen sein wiirden.

*) Unter der Ladung eines Conductors verstehe ich die Gesammt-
masse der auf ihm vorhandenen Elektricitit. .
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Diese Vermuthung bestitigt sich. In der That kénnen
wir der ganzen Thearie der Elektrostatik eine im Ganzen
analog verlaufende Theorie in der Ebene zur Seite stellen,
und z. B. fir die meisten (nicht fiir alle) der vorhin ge-
nannten S#tze die analogen in der Ebene angeben. — -Doch
wollen wir vorliufig auf diese Dinge uns nicht tiefer ein-
lassen, als zur Markirung unserer eigentlichen Hauptstrasse
erfordert wird. Zu diesem Zwecke aber brauchen wir jene
analoge Disciplin in der Ebene nur so weit zu verfolgen, als
sie mit den ersten Elementen der Elektrostatik Hand in Hand
geht. Mit andern Worten: Wir brauchen zu diesem Zweck
nur folgende einfache Sitze uns anzueignen:

Im Rawm.
Ist ein leitender Kérper, der

In der FEbene. i
Ist eine lcitende ebene Fliche,

die von der geschlossenen Curve 6
begrenzt wird, mit einer gegebe-
nen Menge M des fingirten Flui-
dums geladen, so wird dieses
Fluidum zur Zeit des Gleich-
gewichts am Rande der Fliche,
d. i. auf ¢ ausgebreitet sein,
und zwar in solcher Weise, dass
das (Logarithmische) Potential
in allen Puncten der Fliche con-
stant ist.

Diese aut ¢ ausgebreitete Be-
legung wird, falls M =1 ist,
und #Hussere Kriifte nicht vor-
handen sind, monogen sein, und
lediglich abhingen von der geo-
metrischen  Beschaffenheit  der
Curve .

von der geschlossenen Fliche ¢
begrenzt wird, mit einer gegebe-
nen Menge M elektrischen Flui-
dums geladen, so wird dieses
|Fluidum zur Zeit des Gleich-
'gewichts an der Oberfliche des
Korpers, d.i. auf ¢ ausgebreitet
sein, und zwar in solcher Weise,
dass das (Newton’sche) Potential
in allen Puncten des Korpers
constant ist.

Diesc auf ¢ ausgebreitete Be-
legung wird, falls M =1 ist,
und #Hussere Kriifte nicht vor-
handen sind, monogen sein, und
lediglich abhingen von der ged-
metrischen Beschaffenheit der Ober-
! fliche .

Die in solcher Weise definirte Belegung mag die natiir-

liche Belegung der gegebenen Curve oder Kliche ¢ heissen.
Auch mag ihre Dichtigkeit mit », ihr Potential mit TT, und
der constante Werth dieses Potentials fiir innere Puncte mit
I bezeichnet sein, so dass also p eine der Curve oder Fliche
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¢ eigenthiimlich zugehorige Function, und I eine ihr eigen-
thiimliche Constante reprisentirt.

Unter Anwendung dieser Grossen y, ' werden wir nun
im gegenwirtigen Capitel einen wichtigen allgemeinen Satz
beweisen, der fiiglich als die Verallgemeinerung ecines be-
kannten Gauss'schen Satzes*) anzusehen, und folgendermassen
auszusprechen ist:

Ist 6 eine geschlossene Curve oder Fliche, und V -das
Logarithmische resp. Newton'sche Potential irgend welcher un-
bekannten innerhalb 6 gelegener Massen, so besitzt die Summe
M dieser Massen den Werth: )

M = de::ada ’
dic Integration ausgedelnt iiber alle Elemente da der yegebenen
Curve oder Fliche.**)

Hieraus folgt, dass die Summe der das Potential ¥ fer-
vorbringenden Massen durch Angabe derjenigen Werthe,
welche V auf der gegebenen Curve oder Fliche besitzt, voll-
kommen bestimmt ist, — ausser wenn I = 0 sein sollte.
Denn in diesem singuldren Fall konnte die vorstehende
Formel moglicherweise die Gestalt

0

annehmen, mithin zur Bestimmung von M unbrauchbar werden.

Der in Rede stehende singulire Fall: [ = 0 tritt in der
Ebene beim Logarithmischen Potential z. B. ein, wenn die
gegebene Curve ¢ eine Kreislinie vom Radius Eins ist.
Andererseits aber erkennt man leicht, dass sein Vorkommen
im. Raume beim Newton’schen Potential unmoglich ist.

Mit Hiilfe des eben genannten erweiterten Gauss'schen
Satzes werden wir nun leicht im Stande sein, folgende
Theoreme zu beweisen:

#) In der That wird man leicht erkennen, dass der von Gauss
in seinen allg. Lehrsitzen Art. 20 aufgestellte Satz mit dem hier fol-
genden allgemeinern Satze identisch wird, sobald man den letztern
auf den Specialfall der Kugelfliche in Anwendung bringt.

*¥) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass in der vorstehenden
Yormel unter V,, y, diejenigen Werthe zu verstehen sind, welche die
Functionen V¥, y im Elemente d¢ besitzen.
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In der Ebene.

Bezeichnet o eine geschlossene
Curve, und V das Logarithmische
Potential irgend welcher urbe-
kannten innerhald 6 gelegener
Massen, so wird dieses Potential
V fiir alle Puncte ausserhald o
vollig bestimmt sein, sobald nur
scine Werthe auf ¢ selber gegeben
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Im Raum.
Begeichnet 6 eine geschlossene
Fliche, und V das Newlon’sche
Potential irgend welcher wunbe-
kannten innerhald 6 gelegener
Massen, so wird dieses Potential
V fitr alle Puncte ausserhaldb ¢

~vallig bestimmt sein, sobald nur

seine Werthe auf ¢ sclber gegeben

sind; ——ausserimsinguldrcn.isiml; — ohne Ausnahme.
Falle.
In der That ist dieser Satz 'I
im singuldren Fall, d. h. wennj
dic der Curve o zugeh6rige Con- '
stante [ = 0 ist, nicht mehr
richtig; — wie sich solches leicht '

durch ein Beispiel zeigen lisst. “

Sobald. wir diese Dinge absolvirt haben, wird das eigent-
liche Ziel des gegenwirtigen Capitels erreicht sein. Denn
wir haben alsdann zu dem Theorem rechter Hand, welches
schon im vorhergehenden Capitel (Seite 3 und 35) besprochen
war, das analoge Theorem des Logarithmischen Potentials
entdeckt, und somit die in jenem Capitel noch offen ge-
bliebene Llicke ausgefiillt.

Allerdings unterliegt der Weg, auf welchem wir dieses
Ziel erreichen, insofern einem gewissen Bedenken, als wir
dabei von einer Function y Gebrauch machen, derex;Existenz
theils durch unsere physikalischen Anschauungen, theils durch
einen gewissen Analogieschluss, niché aber durch mathematische
Conclusionen verbiirgt ist.

In manchen Fillen, z. B. fiir Kreislinie und Kugelfliche,
Ellipse und Ellipsoid, kann ein solches Bedenken durch die
wirkliche Aufstellung der Function p beseitigt werden. Auch
wird die Anzahl der speciellen Fille, in denen man dem ge-
dusserten Bedenken gegem'iber in dieser besonders giinstigen
Lage sich befindet, durch eines der spiteren Capltel noch be-
deutend vermehrt werden

Will man aber jenem Bedenken nicht in speciellen Fillen,
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sondern im Allgemeinen zu begegnen suchen, so sei erinnert
an die von Gausy gegebene Variations-Methode. Denn mit
Hiilfe dieser Methode kann man, wie am Schluss des gegen-
wiirtigen Capitels gezeigt werden soll, nicht allein die
Existenz der Function y im Raume fiir eine gegebene ge-
schlossene Fliche, sondern ebenso auch ihre Existenz in der
Ebene fiir eine geschlossene Curve erweisen. — Allerdings
diirfte einer solchen Variations-Methode kein unbedingtes
Zutrauen einzuriumen sein, wie Aehnliches ja betreffs der
Dirichlet’schen Variations-Methode (des sogenannten Dirichlet-
scheu Princips) schon mehrfach mit vollem Recht bemerkt
worden ist.

§ 1.

Die Poisson’sche: Theorie.

Es seien gegeben beliebig viele und mit beliebigen
Elektricititsmengen geladene Conductoren und Isolatoren, von
denen jeder fest aufgestellt ist. Wir wollen die elektrischen
Gleichgewichtszustinde der Conductoren zu ermitteln suchen,
unter der Voraussetzung, dass die elektrischen Zustinde der
Isolatoren unverinderlich sind.

Dabei sei dahingestellt, ob die Ladungen*) der einzelnen
Conductoren positiv, null oder negativ sind. Auch mag jeder
Conductor von beliebiger Gestalt, z. B. von beliebig vielen
Flichen begrei®t sein**) Nur wollen wir voraussetzen, dass
alle Conductoren isolirt, dass also ihre Oberflichen mit Luft
oder tiberhaupt mit isolirenden Medien bedeckt seien.

Es Qi © einer der gegebenen Conductoren, ferner m
ein in @ enthaltenes Elektricititstheilchen mit den Coordi-
naten z, y, 2, endlich m V das auf m ausgeiibte Gesammi-

*) Unter der Ladung eines Conductors verstehe ich die Gesammt-
masse der ihm mitgetheilten. Elektricitit. Und eben so verstehe ich
auch unter der Ladung eines Isolators dic Gesammtmasse der in ihm
enthaltenen Elektricitiit.

*#¥) Ein Conductor wird nur eine Begrenzungsfliche besitzen, falls
er massiv, hingegen zwes, falls er schaalenformig ist, Den allgemeinsten
Fall von belichig vielen, etwa n Begrenzungsfiichen erhalten wir, weun
wir uns einen Conductor vorstellen, der in seinem Innern (n — 1)
Hohlriume besitat.
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potential, namlich dasjenige Potential, mit welchem m solli-
citirt wird von aller in dem System iiberhaupt vorhandenen
Elektricitat; so dass also die auf m einwirkenden Kriifte
X, Y, Z folgende Werthe besitzen:

Soll daher das Theilchen # in Ruhe bleiben, so miissen
die Bedingungen erfiillt sein:

s

oz — 0
oV

oy ="
oV _ .
az — 0

und sollen sd@mmitliche Theilchen des Conductors ¢ in Ruhe
bleiben, so miissen diese Bedingungen (1.) in allen Puncten
von ¢ erfiillt sein; woraus folgt, dass innerhalb ¢
¥V = Const.,
und oV , o*V | *V
oot oy T o =0
sein miisse. Die letzte Formel geht, mit Riicksicht auf die
bekannte Laplace’sche Relation : v + 2y + 7V 9w
ox? oy 02
| Seite 12], iiber in:
=10,
wo & die im Puncte (x, y, 2) vorhandene elektrische Dichtig-
keit bezeichnet.
Zur Zeit des Gleichgewichtszustandes wird also, wie aus
(4.) folgt, die elektrische Dichtigkeit im Innern des Con-
ductors @ iiberall = O, mithin alle darin enthaltenc freie
Elektricitit an seiner Oberfliche abgelagert sein. Analoges
gilt selbstverstindlich von jedem der iibrigen Conductoren;
und wir haben also zur Zeit des Gleichgewichtszustandes
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eben so viele elektrische Schichten vor uns, als die gegebenen
Conductoren Oberflichen besitzen.

Diese unendlich diinnen elektrischen Schichten sind, wie
aus (2.) folgt, von solcher Beschaffenheit, dass sie in Ver-
bindung mit den gegebenen Isolatoren (deren elektrische Zu-
stinde unverdnderlich sind) ein Gesammtpotential V liefern, .
welches im Innern von ©, und also uberhaupt im Innern
eines jeden Conductors constant ist.

Um die Eigenschaften jener elektrischen Oberflichen-
Belegungen niiher zu untersuchen, wollen wir zunichst die-
jenigen Conductoren des gegebenen Systems betrachten, welche
massiv, also nur von einer Fliche begrenzt sind. Ist o die
Oberfliche eines solchen Conductors, ferner v die innere und
N die dgussere Normale von &, so findet zwischen der Dichtig-
keit 0 der auf ¢ ausgebreiteten. Belegung und zwischen dem
Gesammtpotential ¥ die bekannte Relation statt [vgl. S. 4]:

v, oV
—2w8=07 + 7.

Diese Relation aber nimmt, weil ¥ [nach (5.)] im Innern des
Conductors constant, mithin ?)_r = 0 ist, die einfachere Ge-

stalt an:
oV
oN "’

Hieran schliesst sich die nicht unwichtige Frage, ob
irgend ein Theil der Fliche ¢ unbelegt sein kdnne, oder (mit
andern Worten), ob die elektrische Dichtigkeit 8 auf irgend
einem Theil dieser Fliche den Werth Null haben konne.

Im Allgemeinen sind der Raum G des Conductors und
sein Aussenraum ¥ durch die elektrische A
Belegung der Fliche ¢ von einander ge- %A
trennt. Diese Trennung wiirde aufhéren, o
wenn irgend ein Theil ¢’ der Fliche ¢
unbelegt wire, indem alsdann € und %A / ¢
durch ¢’ wie durch ein Fenster mit
einander communiciren und zusammen-
genommen einen grosseren Raum R bil-
den wiirden, der wvon elekirischer Materie vollig frei wire,
Die Constanz, welche das Potential V' [nach (5.)] in dem

— 2% 0=
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einen Theil G dieses Raumes R besitzt, miisste sich also
[nach bekanntem Satz, S. 9 und 51] ausdehnen auf seinen an-

dern Theil A. Hieraus aber wiirde folgen, dass ?17, mithin
: g oN

[nach (6.)] auch 0 auf o fiberall = 0 sei. Aus der von uns
gemachten Annahme, dass irgend ein Theil der Fliche o
unbelegt sei, wiirde also, wie wir sehen, mit Nothwendig-
keit folgen, dass die ganze Fliche unbelegt ist.

Nachtriiglich erkennen wir leicht, dass unsere Betrach-
tungen im Wesentlichen ungeéndert bleiben, wenn der Con-
ductor nicht von einer, sondern von beliebig vielen Flichen
begrenzt ist, und dass in diesem Fall die Ergebnisse (6.), (7.)
der Reihe nach fiir jede einzelne Fliche giiltig sind.

Durch Zusammenfassung der Resultate (5.), (6.), (7.) ge-

langen wir daher zu folgenden Sitzen:

1. Sind beliebig viele mit beliebigen Elekiricitdtsmengen
xFeladene Conductoren und Isolatoren gegeben, so wird nach
Fintritt des Gleichgewichtszustandes alle in den Conductoren
2>orhandene freie Elektricitat an ilven Oberfliclhen abgelagert
=ein; und zwar werden diese elektrischen Oberflichen-Belequngen
<@on solcher Beschaffenheit sein, dass das elekirische Gesammi-
_otential V im Innern eines jeden Conductors comstant ist.

1I. Zwischen der Dichtigkeit 0 einer solchen Oberflichen-
Belegung und dem Potential V findet die Beziehung statt:

A4
oN’
wo N die dussere Normale der betrachteten Oberfliche, d. 1.
diejenige vorstellt, welche in das isolirende Medium hineinliuft.
III.  Bezeichnet man irgend eine unter den Oberflichen
der gegebenen Conductoren mit 6, so kann die auf 6 vorhandene
elektrische Dichtigkeit & in keinem noch so kleinen Theile von
6 den Werth Null haben; — es sei denn, dass sie auf o
‘allenthalben Null wire.
Einige Bezeichnungen. — Besteht das betrachtete System
im Ganzen aus p Conductoren G,, G,, ... G, und g Isola-
toren §,, J,, . . .., und bezeichnet man die constanten
Werthe, welche das elektrische Gesammtpotential ¥V nach
Eintritt des Gleichgewichtszustandes in den einzelnen Con-
ductoren besitzen wird, der Reihe nach mit C,, C,, . . . C,,

T —2®0 =



%.a

9.8

10.

18 - Drittes Capitel,

so pflegt man C, kurzweg die clektrische Spannung des Con-
ductors ©,, ebenso C, die elektrische Spannung von G, zu
nennen, u. 8. W.

Man spricht hiufig von einem zur Erde abgeletteten Con-
ductor., Ich werde mich der Bequemlichkeit willen dieser
Ausdrucksweise ebenfalls bedienen, darunter aber einen isolirten
Conductor verstchen, dessen Spannung gleich Null- ist.

§2 °
Einige aus der Poisson’schen Theorie sich ergebenden Sétze.

Der Kiirze halber wollen wir diese Siitze dem Funda-
mentalsatz (8.) sich anlehnen lassen, indem wir die dort an-
gegebenen allgemeinen Vorstellungen beibehalten, und nur
die jedes Mal hinzutretenden specielleren Festsetzungen zur
Aussprache bringen.

Erster Satz. — Besitet einer von den Conductoren des
Systems (8.) einen Hohlraum, der vollstindig erfillé ist mit
einem isolirenden Medium , so wird sur Zeit des Gleichgewichts-
zustandes auf der Oberfliche dieses Hohlrauwms keine Spur von
Elektricitiit vorhanden sein.

Beweis. — Bezeichnen wir den Conductor mit ¢, seinen
Hohlraum mit &, und die Grenzfliche zwischen ¢, § mit g,
so wird das elektrische Gesammtpotential ¥ [nach Satz (8.)]
in allen Puncten von @, mithin auch in allen Puncten von
6 constant sein. :

Dieses V ist aber das Potential von Massen, welche
theils ausserhalb {, theils auf der Grenze von J ausgebreitet
sind; und es wird daher ¥, weil es auf dieser Grenze,
nimlich auf ¢ constant -ist, auch constant sein in simmt-
lichen Puncten von § [Satz (30.), Seite 41].

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (8.1I), dass die auf
6 vorhandene elektrische Dichtigkeit d iiberall = 0 ist. 'W.
z. b. w. )

Zweiter Satz. — Sind unter den Conductoren des Systems:
(8.) ewei vorhanden, von denen der eine den andern schaalen-
formig umschliesst, so werden die einander zugewandten Fldchen
dieser beiden (onductoren mit gleichen und entgegen-
gesetzten Elektricititsmengen beladen sein.
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Erster Beweis. — Bezeichnen wir den schaalenférmigen
Zwischenraum der beiden Conductoren mit &, ferner die
beiden Grenzflichen von & mit ¢, 6,, und die auf diesen
Flachen vorhandenen elektrischen Dichtigkeiten mit o, 9,
so ist nach (6.):

v
oV
— 2@, = i,

wo N, N, die in den Raum & hineinlaufenden Normalen der
Flichen 6, 6, vorstellen, wihrend selbstverstindlich 7 das
elektrische Gesammtpotential bezeichnet.

Hieraus folgt sofort:

die Integrationen ausgedehnt resp. iiber ¢ und 6,. Durch
Addition dieser beiden Formeln folgt:

oV 14
— 28 (f8do + fo,do) = [ 5 do + [2 do,.

Hier aber ist die rechte Seite = 0, zufolge eines Green’schen
Satzes [vgl. (44.) Seite 24]. Somit folgt schliesslich:
Jode + [d,de, =0,
w. z. b. w.
Zweiter Be-
weis. — Wir con-
struiren eine ge-
schlossene Fliiche
s, welche um den
Raum & sich
herumzieht, und
innerhalb des an
& angrenzenden
schaalenformigen
Conductors liegt.
Alsdann ist nach einem Green’schen Satz [(42.e), 8. 21]:
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‘/; 0V 46— —2aM,
wo N die #ussere Normale der Fliche s bezeichnet. Hier

reprisentirt wiederum V das elektrische Gesammtpotential,
und M die Summe derjenigen Massen von V, welche innerhalb
s liegen.

In dieser Formel ist nun aber die linke Seite — 0, weil
Vin allen Puncten des schaalenformigen Conductors constant,
mithin T daselbst = 0 1st Somit folgt:

=0,
w. z. b. w.

Dritter Satz. — Ist unter den Conmductoren des Systems
(8.) einer vorhamden, welcher n andere Korper des Systems
(die theils Conductoren, theils Isolatoren sein konnen) schaalen-
formig wmschliesst, so wird die auf der inneren Oberfliiche
dieses schaalenformigen Conductors sich ansammelnde Elektrici-
titsmenge, abgeschen vom entgegengesetzten Vorzeichen, eben so
gross scin, wie alle in jenen n Korpern 'vorhandenen Elektrzcz-
titsmengen zusammengenommien.

Beweis. — Derselbe ist offenbar ganz analocr dem zweiten
Beweise des vorhergehenden Satzes.

Vierter 8atz. — Das System (8.) enthalte einen schaalen-
formigen Conductor G, welcher alle ibrigen Korper des Systems
(Conductoren und Isolatoren) wmschliesst; fermer sei s die
dussere Oberfliche dieses schaalenfirmigen Conductors ¢, also
zugleich die dussere Begrenzungsfliche des ganzen Systems.

Alsdann wird die auf s eintretende elektrische Vertheilung,
und ebenso auch die Wirkung des Systems nach Aussen genau
dieselbe sein, als bestiinde das System aus einem einzigen von
s begrenzten massiven Conductor, dessen Ladung gleich ist
der Gesammtladung des ganzen Systems.

Bezeichnen wir den den Conductor ¢ von Aussen um-
gebenden Raum mit 2,
ferner die beiden Begren-
zungsflichen von ¢ mit
s, g, endlich alle ibrigen A
(innerhalb 6 befindlichen
Korper) des gegebenen
Systems mit x,, ., %, ....;

K
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so wird offenbar die Richtigkeit des vorstehenden Satzes allen
Zweifeln entriickt sein, sobald es uns gelingt, folgende beiden
Behauptungen zu erweisen: .
1. Die Ladung der Fliche s ist eben so gross wie die Ge-
sammiladung des gansen Systems. .
1. Das Potential von o, x,, %,, %5, . ... st tm Raum
C 4 A wberall = 0.

Beweis der Behauptung 1. — Bezeichnet man die den
Korpern G, x,, x,, %3, . . . zuertheilten elektrischen Ladungen
respective mit
* M) by By M3, -
und bezeichnet man ferner mit M, und M, diejenigen beiden
Theile von M, welche respective auf ¢ und auf s sich aus-
breiten, so ist:

M=M;+ M,,

und ferner nach (12.):

Mﬂ=—(l"1+l‘2‘+:l‘3+"')r

folglich:
! MI=M+(I"1+I‘2+F’3+"')7

W. Z. Z. W.
Beweis der Behauptung 11. — Zerlegen wir das elektrische
Gesammtpotential ¥V in zwei Theile

Ve=W+Q,

W das Potential von s,
andererseits unter

indem wir unter

Q das Potential von o, x,, %,, x,, .

verstehen, so ist [nach (8.)] W 4 Q constant in allen Puncten
des schaalenformigen Conductors (. Hieraus folgt [nach
einem fritheren Satz, Seite 47] sofort, dass W und Q in jenem
Gebiete € einzeln constant sind, und dass insbesondere der
constante Werth von Q identisch mit Null ist. Dieses Null-
sein von Q wird sich aber, weil die Massen von Q innerhalb
¢ resp. auf ¢ liegen, iiber die Grenze s hinauserstrecken,
und sich ausdehnen auf den Raum € 4 A [vgl. den Satz
Seite 9. W. z b. w.

Fiinfter Satz. — Das System (8.) enthalte einen schaalen-
formigen Conductor ., dessen innere Begrenzungsfliche o,

Neumann, Potential. 6
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dessen dussere Begrenzungsfliche s heissen mag; und von den
sonstigen Korpern des Systems migen einige %,, %y, %3, % « - .
innerhalb o, die dibrigen k, k,, ks, . . . . ausserhalb s ge-
legen sein. — Nennt man nun kurzweg

S G, %, %Xy, %3, . . .. das innere System,
und
8, kyy by, ks, . . .. das Gussere System,

so sind folgende Bemerkungen zu machén:
1. Die Gesammtladung des innern Systems ist = O3
II. Das Potential des inmern Systems ist im Raume des
aussern uberall = 0.
III. Das Potential des dussern Systems ist im Raume des
innern tberall constant.

Hieraus erkennt man, dass das innere und dussere System
hinsichtlich ihrer elektrischen Zustinde von einander unab-
hingig sind. Hat man ndmlich, mit Hiilfe der Regel 1.,
die Ladung der Fliche o berechnet, so wird man weiterhin
bes der Bestimmung des elektrischen Zustandes des inmern
Systems- 6, #,, %,, %3, . ... von dem Vorhandensein des

" dussern Systems villig abstrahiren kinnen, wie aus 111. folgt.

Und hat man andrerseits, mit Hiilfe der Regel 1., die
Ladung der Fliche s berechnet, so wird man weiterhin bei der
DBestimmung des elektrischen Zustandes des dussern Systems
8y kyy kyy Ky, ... . von der Existenz des innern Systems
vollig abstrahiren diirfen, wie solches folgt aus 11.

Beweis der Behauptung I. — Bezeichnet man die den
Korpern

G, %y, oy Hyy o o By, Byy Ky, oL

zuertheilten Ladungen resp. mit

M, @iy Wy, pgy o o My, My, Mg, L

und bezeichnet man ferner mit M, und M, diejenigen beiden
Theile von M, welche respective auf ¢ und auf s sich aus-
breiten, so ist

M = Ma + Ma )
und ferner nach (12.)

Moo= — (o + o+ o+ ),
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folglich:
Mo+ (s + 8+ 05+ ---)=0,
w. z. b, w.

Beweis der Behauptungen 11. und 111. — Zerlegen wir
das elektrische Gesammtpotential ¥ in zwei Theile:

V=W+Q,
indem wir unter

W das Potential des dussern Systems s, k,, k,, ks, . .
andrerseits unter
Q das Potential des innern Systems o, %,, %,, %;, . .

verstehen, so ist [nach (8.)] W + Q in allen Puncten des
Gebietes € constant. Hieraus folgt [nach bekanntem Satz,
Seite 47], dass W und Q daselbst einzeln constant sind, und
dass insbesondere Q daselbst gleich Null ist.

Nun konnen wir den ganzen unendlichen Raum in drei
Theile zerlegen, §, € und A, wo & den innern Hohlraum
des Conductors, € den Raum des Conductors selber, und A
den Aussenraum des Conductors bezeichnen soll. Die Massen
des Potentials Q liegen im Gebiete §. Folglich wird das
Nullsein dieses Potentials im Gebiete € sich erstrecken auf
den grossern Raum € -4 A [Satz, Seite 9]. Andrerseits
liegen die Massen des Potentials W im Gebiete %. Folglich
wird [nach demselben Satz] das Constantsein dieses Potentials
im Gebiete G sich erstrecken auf das griossere Gebiet € + 3.
W. z. b w :

§ 3.
Die analoge Theorie der Ebene.

Der Theorie der elektrischen Vertheilung im Raume
kann, wie schon bemerkt wurde (Seite 70), eine analoge
Theorie in der Ebene zur Seite gestellt werden, wobei als-
dann die elektrische Materie durch eine gewisse fingirte
Materie, und das Newton'sche Potential durch das Loga-
rithmische zu ersetzen ist.

" In der That kionnen wir zu simmtlichen Sitzen der
beiden vorhergehenden §§ die analogen Siitze der Ebene mit
Leichtigkeit angeben und beweisen. Und wir wollen bei

. 6*
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unsern weiteren Betrachtungen so verfahren, als ware dies
wirklich bereits geschehen, indem wir in vorkommenden Fillen
auf jeme Sitze der Ebene uns berufen, gleich als wiren ste
wirklich hingestellt.

Vom folgenden § ab indess wollen wir mit etwas grosserer
Ausfiihrlichkeit verfahren. Denn wenn auch die beiden in
Rede stehenden Theorien der Hauptsache nach ziemlich gleich-
laufend sind, so treten doch Unterschiede auf, sobald die
Werthe der Potentiale fiir unendlich ferne Puncte in Be-
tracht kommen.*) Sobald derartige Discrepanzen eintreten,
werden wir im Folgenden eine Spaltung des Papieres ein-
treten lassen, indem wir (wie friiher) die Sitze der Ebene-
oder des Logarithmischen Potentials zur Linken, die des
Raumes oder Newton’schen Potentials zur Rechten schreiben.
Meistentheils jedoch wird es moglich sein, die Sitze der
beiderlei Theorien mit einander zu verschmelzen durch An-
wendung folgender Collectivbezeichnungen.

- Potential: das Logarithmische resp. Newton'sche Po-
tential;
Conductor eine leitende ebene Fliche resp. ein leltender
Korper;

Begrenzung des Conductors: die Randcurve der leitenden
Fliche resp. die Oberfliche des leitenden Korpers;

Ladung des Conductors: die Gesammtmasse des in dem
Conductor enthaltenen fingirten resp. elektrischen Flui-
dums; .

Spannung des Conductors: ‘der constante Werth, wel-
chen das Gesammtpotential, nach Eintritt des G‘rlelch-
gewichtszustandes, in allen Puncten des Conductors
besitzt.

§ 4.
Betrachtung eines einzigen Conductors.
Definition der sogenannten natiirlichen Belegung. —
Wir haben. hier zunichst mur zu wiederholen, was schon in
der hmleltung (Seite 70Y bemerkt worden war:

*) Das Logarithmische Potential ist namhch fiir unendlich ferne
Puncte bald =0, bald = oo, das Newtonsche Potential hingegen
stets = 0, Vgl. Seite 9. .
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Denkt man sich eine leitende  Denkt man sich einen leiten-
ebene Fliche, die von der ge- denm Kirper, der von der ge-
schlossenen Curve 6. begrenzt schlossenen Fliche 6 begrenzt
wird, mit einem Quantum Eins wird, mit einem Quantum FEins
des fingirten Fluidums geladen," elektrischen Fluidums geladen,
so kann die auf der Curve ¢'so kann die auf der Fliche ¢
entstehende Belegung, falls keine , entstehende Belegung, falls keine
dusseren Kriifteinfluiren, lediglich Husseren Kriifteinfluiren, lediglich
von der geometrischen Beschaffen- von der geometrischen Beschaffen-
heit der Curve abhiingen, heit der Fliche abhiingen.

Die in solcher Weise definirte Belegung soll in Zukunft
die natiirliche Belegung der gegebenen Curve, resp. die natiir-
liche Belegung der gegebenen Fliche heissen. Gleichzeitig
mag ibre Dichtigkeit mit y, ihr Potential auf einen variablen
Punct mit TT, und der constante Werth dieses Potentials fiir
innere Puncte mit ' bezeichnet werden. Alsdann reprisentirt

-also y eine der gegebenen Curve oder Fliche eigenthiimlich

zugehdrige Function, und I' eine ihr eigenthiimlich zugehdrige

Constante,

Beispiel. — Fiir den speciellen Fall der Kreislinie oder
Kugelfliche sind die Werthe von y, TI, I sofort angebbar.
Mit Hilfe bekannter Sitze [(32.a, i), Seite 14] findet man
nimlich:

fiir die Kreislinie:
1

7 =3mA>
r =‘log%,
n=log%,

wo A den Radius, und r die
Centraldistanz des betrachteten
Punctes vorstellt.

Hieraus folgt, dass die der
Kreislinie zugehirige Constante
I positiv, negativ, auch Null sein
kann, je nach der Grisse des
Radius. So z. B. wird T = 0,
falls der Radius = 1 ist.

fiir die Kugelfliche :
i 1

: 7=26A!’
el

" 1

i TT—-7,

two A den Radius, und r die
ECentraldistanz des betrachteten
 Punctes bezejghnet.

i Hieraus folgt, dass die der
i Kugelfiiiche zugehdrige Constante
‘I’ unter allen Umstiinden po-
sitiv ist.

|
i

16.a

16.5
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Wiederaufnahme der allgemeinen Betrachtung. — Be-
zeichnen wir die gegebene geschlossene Curve oder Ober-
fliche nach wie vor mit o, ferner die Puncte ausserhalb, auf
und innerhalb ¢ respective mit a, ¢ und ¢, so ist nach (15.):

IT.- = F ) ‘ oa@
na = r) -
und ausserdem nach einem frithe-

N
X
ren Satz [Theorem (4.), Seite 33, /——w

4

oder auch Satz (13.), Seite 34]: p

eatweder: I > TT, > TT_,
oder: r<mm.<m,.

Diese Alternative konnen wir
mit Hiilfe der Formel (6.):

oy
//
,//I
C
\—/
— 2wy = gTr\'T’ (V die #ussere Normale)

noch einen Schritt weiter verfolgen, nimlich sagen: Ent-
weder ist: ’ '

F>T, > Tl,, und gleichzeitig y iiberall positiv;
oder es ist:

F<Ta <TI_, und gleichzeitig y iberall negativ.

Ein iiberall negativer Werth von y ist aber unméglich, weil
die Gesammtmasse [ do der natiirlichen Belegung gleich Fins
sein muss [vgl. (15.)]. Somit haben wir uns fiir die erste
Alternative, nédmlich fiir («.) zu entscheiden.
Folglich ist fiir jeden Punct a:
r>m,>rm,_,

und y diberall positiv, die betrachtete Belegung also monogen.
Auch wird p [zufolge eines fritheren Satzes (8. III), Seite 77]
auf keinem noch so kleinen Theil von ¢ verschwinden kénnen.
Somit gelangen wir, Alles zusammengefasst, zu folgenden
Sétzen: .

Die natiirliche Belegung einer geschlossenen Curve oder
Fliche o ist stets monogen. — Oder genauer ausgedriickt:
Die Dichtigkeit y der mnatiirlichen Belegung st allenthalben
positiv, und kann auf keinem moch so kleinen Theile von o
Null sein.
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Bezeichnet ferner TT das Potential der natiirlichen Be-
legung auf einen variablen Punct, wnd T den constanten Werth
dieses Potentials fiir innere Puncte, so findet fiir jeden ausser-
haldb o gelegenen Punct a die Formel statt:

r>m,>T,.

In dieser Formel sind die Zeichen in sensu rigoroso zu nehmen,
falls man jenem dussern Punct a dic Beschrinkung auferlegt,
weder auf ¢ noch im Unendlichen liegen zu diirfen.

Letztere Bemerkung ist eine unmittelbare Folge des schon
genannten Theorems (A4.), Seite 33.

Bemerkung iiber die Constante TT,. — Die sogenannte
natiirliche Belegung der gegebenén Curve oder Fliche ¢ hat
nach (15.) die Gesammtmasse FEins. Bezeichnen wir also
nach wie vor die Dichtigkeit dieser Belegung mit y, und ihr
Potential auf einen beliebigen Punct mit TT, so ist:

1=[ydo, . ‘ 1 =[ydo,

U=J(lo'g%)ydo, l! n=']%dg,

wo r die Entfernung des betrachteten Punctes vom Elemente
do vorstellt. Lassen wir nun diesen Punct ins Unendliche
riicken, so folgt mit Riicksicht auf (19.) sofort:

M, = — co. [ M, =0.

Bemerkung tiber die Constante I', d. i. iiber denjenigen
Wertk, welchen das Potential TT fiir innere Puncte besitzt.

Die Werthe von log —,l; sind| Die Werthe von % sind stets

je nach Umstéinden bald.positiv,
bald null, bald negativ. Gleiches
gilt daher nach (20.) auch von

positiv, und die Werthe von y
zufolge des vorhergehenden Satzes
(18. &) ebenfalls #iberall positiv.

TT, und folglich auch von dem-' Gleiches gilt daher nach (20.)

Jjenigen speciellen Werthe I, wel-
chen TT fiir innere Puncte besitat.

Die Constante ' wird also je
nach Umstdinden bald positiv, bald
null, bald negativ sein kinnen.
In der That zeigt das Beispiel

auch von TT, und folglich auch
von [.

Die Constante T ist also stets
| positiv, und auch stets von Null
iverschieden. In der That hat I’

den Werth

18.8

19.

21.
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Fille vorkommen kénnen. Denn
die der Kreislinie entsprechende|wo r die Entfernungen der Ele-
Constante " hat nach (16.a) den||mente dc von einem beliebig
Werth log Ai’ wo A den Radiug | 8¢W4hlten innfarn Puncte vor-

stellen. Bezeichnet man also
unter all’ diesen Entfernungen
die grésste mit R, so ist:

r> % ydo,
also nach (19.):

. 1
. ! r>§;

des Kreises, dass all’ diese drei r— ./' % do,

bezeichnet, und ist also positiv,
null oder negativ, je nachdem
der Radius < 1, =1 oder > 1 ist.

l .
iworaus folgt, dass I micht Null
|sein kann. :

Nennen wir also den Fall: T = 0 kurzweg den singu-
laren Fall, so konmen wir mit Riicksicht auf (22.) sagen,
dass dieser singuldre Fall wohl in der Ebene, wiemals aber -
im Raume vorkommt.

§ 5.

Betrachtung zweier Conductoren.

Erster Satz. — Besitzen zwei Conductoren € und € be-
liebige Ladungen, so wird (falls keine #usseren Krifte in-
fluiren) wenigstens auf einem derselben eine monogene*) Ver-
theilung stattfinden.

Beweis. — Es sei V das Gesammtpotential ; ferner seien
C und C’ die Spannungen der beiden Conductoren, d. i. die
constanten Werthe von ¥ innerhalb € und G’

Bezeichnen wir nun simmtliche Puncte ausserhalb der
beiden Conductoren mit a, so werden die Extreme der Werthe
V. durch zwei der Zalilen

c, C, V7V,

dargestellt sein; also entweder dargestellt sein durch C, C’,
oder durch C, V_, oder durch C’, V_; [wie solches sich

*) Vgl. Seite 69,
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ergiebt aus dem erweiterten Theorem (4.), vgl. die Bemerkung
(25.), Seite 39). Wie die Sachen also auch liegen mogen,
eines jener beiden Extreme wird stets durch C resp. durch
C’ dargestellt sein.

Um die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir an, es sei
durch C dargestellt. Alsdann sind entweder simmitliche V,
Kleiner als C, oder umgekehrt: simmtliche V, grosser als C.
Im erstern Fall aber wird offenbar die mittelst der Formel (8. II)
oV
oN
zu bestimmende Dichtigkeit 8 der Belegung des Conductors ©
allenthalben positiv, und im letztern allenthalben negativ sein.
W. z. z. w. .

Zweiter Satz. — DBesiteen zwei Conductoren C und ¢’
entgegengesetzte Ladungen + M und — M, so entstehen 9.
(falls keine #usseren Krifte vorhanden sind) auf beiden
monogene Belegungen, die ibrigens unter einander entgegen-
gesetztes Vorzeichen haben.

Beweis. — Bedienen wir uns derselben Bezeichnungen
wie vorhin, so sind im gegenwiirtigen Fall die Extreme der
V. nothwendig durch die Zahlen

e, o

dargestellt; [denn an Stelle des Theorems (A4.) kommt gegen-
wirtig das Theorem (4".), Seite 37 zur Geltung]. Hieraus
folgt durch Anwendung der bekaunten Formeln

—2%0 =

(N die #ussere Normale)

oV
’ ov

sofort, dass 0 constantes Vorzeichen hat, und 0’ ebenfalls.
Nun soll aber

fode =+ M,

fo'de’=—M
sein. Somit erkennen wir, dass 0 allenthalben positiv und 0’
allenthalben negativ sein wird, falls die gegebene Zahl M einen

positiven Werth hat; und dass andererseits das Entgegen-
gesetzte stattfinden wird, falls M negativ ist.
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Dritter Satz. — Besitst der Conductor € eine beliebige
Ladung, und der Conductor &' die Ladung Null, so wird
(falls keine #usseren Krifte influiren) auf’ dem erstern eine
monogene, auf dem letztern eine amphigene Vertheilung sich
etabliren.

Beweis. — Da ¢’ die Ladung Null hat, so ist:

Jo'de’ =0.

Hieraus folgt, dass 8’ an verschiedenen Stellen verschiedenes
Vorzeichen hat, und dass also die Belegung des Conductors ¢’
amphigen ist. Solches constatirt, ergiebt sich nun aber aus
dem ersten Satz (24.) sofort, dass die Belegung von € #io-
nogen ist.

Bemerkung. — Bei zwei gegebenen und beliebig ge-
ladenen Conductoren sind iiberhaupt nur drei Fille denkbar:

Erster Fall: Beide Conductoren haben monogene Be-
legungen. Dieser Fall ist moglich, und tritt stets ein, wenn
die Summe ihrer Ladungen = 0 ist. [Vgl. (25.).]

Zweiter Fall: Der eine Conductor hat eine monogene, der

. andere eine amphigene Belegung. Dieser Fall ist ebenfalls

moglich, und tritt stets ein, wenn die Ladung des einen Con-

ductors = 0, die des andern von 0 verschieden ist. [Vgl. (26.).]
Dritter Fall: Beide Conductoren haben amphigene Be-

legungen. Dieser Fall ist unmdaglich [zufolge des Satzes

(24.)]. -

" Bei all’ diesen Betrachtungen ist natiirlich bestindig

' vorausgesetzt, dass die Conductoren sich selber iiberlassen

sind , dass also keine #usseren Krifte auf dieselben einwirken.

Vierter Satz. — DBesitzt ein Conductor dic Ladung + 1,
so wird die auf ilm durch einen dussern Massenpunct — 1
inducirte Vertheilung jederzeit monogen scin.

Beweis. — Der Satz ergiebt sich leicht als ein Special-
fall unseres zwetten Satzes (25.), indem man den #ussern
Massenpunct als eine unendlich kleine Kugel betrachtet.

Fiinfter Satz. — Besitzt ein Conductor die Ladung (M+1),
so wird die auf thm durch einen dussern Massenpunct — 1
inducirte Vertheilung monogen sein, falls MS O st

Beweis. — Fiir M =0 haben wir den Satz bereits in
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(28.) bewiesen. Es bleibt also nur noch iibrig, ihn zu be-
weisen fiir M > 0.

Es sei V das Gesammtpotential, ferner C sein constanter
Werth im Innern des Conductors, und ¥V, sein Werth in
dem gegebenen dussern Massenpunct p = — 1. Bezeichnen
wir alle Puncte ausserhalb des gegebenen Cunductors mit a,
so werden [nach Theorem (A4.)] die Extreme der V, dargestellt
sein durch zwei der Zahlen:

¢, Ve, V..

PS a

Um indessen weiter hierauf eingehen zu konnen, miissen
wir den Fall der Ebene von dem des Raumes trennen.

In der Ebene hat V,denWerth:  Im Raume hat V. den Werth:
1 —1
Va=(—1Dlog4, ve=52,

r
darin r = 0 gesetzt. Somit folgt: darin r = O gesetzt. Somit folgt:
V,‘ = — 00, 1 V“ = — O0.

Die Ladung des Conductors istil Die Ladung des Conductors ist
= (M 4 1), und die Masse des = (M < 1), und die Masse des

Punctes = —1, also die Punctes p = —1, also die
Summe der Massen = M. So- Summe der Massen = M. So-
mit folgt: mit folgt:
1 . M
Vw=M10g-'—_, " Vao=7’

darin r = oo gesetzt.  Nach : darin r = 0o gesetzt; d. i.
unserer Annahme ist aber M> 0;,
mithin: 1 )

Vm =-—00. " Vw = O-

Aus (30.), (31.), (32.) folgt, Aus (30.), (31.), (32.) folgt,
dass die Extreme der V, dar-;dass die Extreme der V, dar-
gestellt sind durch zwei der gestellt sind durch zwei der
Grossen Grossen:

C, —o©, —00. || C, —o00, 0.
Nun konnen offenbar jene Ex- !Nun konnen jene Extreme nicht
treme nicht dargestellt sein durch ' dargestellt sein durch C, 0, weil
— 00, — 00; denn sonst wilr- — oo ausserhalb des Intervalls
den die V, durchweg = — 00| C, O liegt. Auch kénnen sie nicht

31.
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sein. Folglich m#ssen dieselben
dargestellt sein durch

C, — oo.
Folglich sind siimmtliche ¥, klei-
ner als C; folglich ist die Ver-
theilung auf dem Conductor eine
monogene; W. z. b. w.

Sechster Satz.

Drittes Capitel.

dargestellt sein durch — oo, 0;
denn sonst wilrden simmtliche
Va megativ sein; wihrend sie -
doch fir sehr weit entfernte
Puncte = % , also positiv sind,
(denn nach unserer Annahme ist
ja M > 0). Folglich kénnen
jene Extreme der ¥V, nur dar-
gestellt sein durch

C, — oo.

U. s w.

Sind zwei Conductoren € und ' bis

2u wrgend welchen Spannungen C und C' geladen, so sind
(immer vorausgesetat, dass keine #usseren Krifte influiren)
folgende Behauptungen zu machen.*)

Erste Behauptung.

It ¢c>C>V,,
c<e<y,,

so ist die Vertheilung auf € mo-
nogen, im erstern Fall positiv,
im letztern megativ.

Bemerkung. — Der Beweis
_ist analog dem Beweise des
Satzes rechter Hand. Selbst-
verstindlich repriisentirt ¥ den
Werth des Gesammtpotentials V
fur unendlich ferne Puncte; und
es ist daher dieses ¥ je nach
Umstéinden -} co oder — oo
oder O. ’

oder

Is C>C >0,
oder <0 <o,

so ist die Vertheilung auf € mo-
nogen, im erstern Fall positiv,
im letztern megativ,

Beweis. Bezeichnet man
alle Puncte ausserhalb der bei-
den Conductoren mit @, und
das elektrische Gesammtpotential
mit ¥, so sind die Extreme der
Va [Theorem (A4.)] durch zwei
der Zahlen:

c, e, v,
d. i.
¢ C,o
dargestellt. Zufolge der ange-

nommenen Relationen muss also
das eine_ Extrem = C, das an-

dere = 0 sein. U, s. w. .

*) Der Leser wird gebeten, mit der Spalte rechis zn beginnen.
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Zweite Behauptung.

It C=C>7V,,
oder C=C <V,

L

beiden Conductoren momnogen
und von gleichem Vorzeichen.
Im erstern Fall sind beide po-
sitiv, im letztern beide negativ.
Bemerkung. — Der Beweis!
ist ebenso wie beim Satze rechts.!

|

| oder
so sind dic Vertheilungen auf !:

It C=C(C >0,

C=0 <0,

so sind die Vertheilungen auf
 beiden Conductoren monogen,
und von gleichem Vorzeichen.
Im erstern Fall sind beide po-
Isitiv, im letztern beide negativ.
Beweis. — Die Extreme der
lVa sind dargestellt durch zwei
ider Zahlen:

H C’ C’i VQ 7
d. i
. ¢, o.

"Zufolge der angenommenen Re-
;lationen muss daher das eine Ex-
irem = C=C’, das andere

|= 0 sein. U. s w.

Dritte Behauptung.

It C>V,>C,
oder c<V, <,
so sind . . . . (genau dieselben!
Worte wie rechter Hand).

. Es ist aber V_ gleich 4 oo,!
.— 0o oder 0; und es kann da-i
her der vorstehende Satz eine
wirkliche Bedeutung nur in sol-

chen Fillen haben, wo ¥, =0 ist.:

| oder

| It C>0>C,
c<o0<,

so sind die Vertheilungen auf

i beidem Conductoren monogen,

und swar von entgegengesets-
tem Vorzeichen. Im erstern Fall
ist die Vertheilung auf G positiv,
die auf G’ negativ; im letetern
umgekehrt.

Beweis. — Die Extreme der
¥ sind wiederum dargestellt
durch zwei der Zahlen:

c,c, v,

hﬁ,
i c, C,0.

i| Zufolge der angenommenen Re-
l‘ lationen ist daher das eine Ex-
!;trem = C, das andere = C'.
|T. s w.
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Vierte Behauptung.

Hier ist Aehnliches zu be-
merken wie bei der dritten Be-
hauptung.

Siebenter Satz.

Is C>C =0,
oder C<C =0,
lso sind die Vertheilungen auf
beiden Conductoren momnogen
und wvon enmtgegemgesetztem
Voreeichen. Im erstern Fall ist
die Vertheilung auf € positiv,
die auf G megativ; im letetern
umgekehrt.

Beweis. — Die Extreme der
Va sind daggestellt durch zwei
i der Zahlen:

C’ C'» Vq, ’

C C,o0.
Zufolge der angenommenen Re-
lationen ist daher das eine Ex-
trem = C, das andere =C" = 0.
U. s w.

d. i

1.

Dieser Satz beschiiftigt sich mit einem

zur Erde abgeleiteten Conductor, und lautet falgendermassen:

Die in einem zur Erde abge-
leiteten Conductor durch einen
elektrischen Massenpunct — 1 in-"
ducirte Vertheilung ist stets mo-
nogen, und zwar positiv.

Beweis. — Verstehen wir un-
ter a simmtliche Puncte ausser-
halb des gegebenen Conductors, -
so sind die Extreme der V, dar-
gestellt durch zwei der Zahlen:

C, Vu, Vs
wo C die Spannung des Con-
i; ductors und ¥V, den Werth von
'[ V in dem gegebenen Massen-
Ilipunct g = — 1 bezeichnet. Es
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list aber C =0, weil der Con-
- . “ductor zur Erde abgeleitet ist;
iund andererseits ¥V, = — oo.
! Ausserdem ist ¥, = 0. Folg-
llich sind jene Extreme darge-
gestellt durch zwei der Zahlen:
| 0, — o0, 0.
: Folglich muss das eine Extrem
!= 0, das andere = — oo sein.
(0. s. w.
! Bemerkung. — Man kann
voffenbar dem wvorstehenden Sate
)auch so0 aussprechem:

Wollte man zum Satze rech-l Sind swei fiir sich allein vor-
ter Hand den gleichlautenden’ handene Conmductoren G, u ge-
Satz der Ebene aufzustellen wa- gebm, von demen u unendlich
gen, so wiirde derselbe fa lsch Klein, und besitzt © die Span-
sein, wie das Beispiel von Kreis-- lmmg 0, andererseits p die La-
fliche und Punct deutlich er-|dung — 1, so ist dic Verthei-
kennen l#sst. Denn man findet lung auf ( stets monogen.
in diesem Beispiel (durch directe ‘.:
Ausfibrung der betreffenden;
Rechnungen), dass die Verthel-|
lung auf der Kreisperipherie, Jel
nach der Lage des Punctes ll

— 1, bald monogen, bald]

amphigem ist.

Achter Satz. — Befindet sich ein Conductor S im Hohl-
raum eines ring- oder schaalenformigen Conductors G’, so
werden auf der dussern Begrenzung von € und auf der
innern von €’ monogene Vertheilungen vorhanden sein von
entgegengesetzten Vorzeichen.*)

*) Die gegebenen Conductoren sind leitende cbene Flichen oder
lesitende Korper. Im ersten Fall soll angenommen werden, dass der
Conductor @’ eine ringformige Gestalt besitze, z. B. begrenzt sei von
zwei concentrischen Kreislinien oder zwei confocalen Ellipsen u. dgl.
Im letztern Fall soll angenommen werden, dass G’ eine schaalenférmige
Gestalt habe, etwa begrenzt sei von 2zwei concentrischen Kugel-
flichen u. s, w.
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Beweis. — Es sei V das Gesammtpotential, ferner seien
C und C’ die constanten Werthe, welche ¥V in € und ¢’
besitzt. Bezeichnen wir nun die Puncte des swischen € und
@€’ vorhandenen schalenformigen Raumes mit ¢, so sind die
beiden Extreme der V; dargestellt durch

c, C.
U. s. w. )

Bemerkung. — Der vorstehende Satz ist offenbar auch
dann noch giiltig, wenn man den Conductor G durch eine
unendlich kleine Kugel oder geradezu durch einen einzelnen
Massenpunct ersetzt. .

§ 6.
Betrachtung beliebig vieler Conductoren.

Erster Satz. — Sind n Conductoren €, G,, .. .. G,
mit beliebigen Ladungen gegeben, so wird (falls keine dusseren
Kriifte influiren) wenigstens auf eimem derselben eine mono-
gene Vertheilung vorhanden sein. ’

Beweis. Es sei V' das Gesammtpotential, ferner seien
C,, G, ... C, die Spannungen der einzelnen Conductoren,
d. i. die constanten Werthe von ¥ im Innern derselben.

Bezeichnen wir simmtliche Puncte ausserhalb der Con-
ductoren mit a, so sind die Extreme der V, dargestellt durch
zwei der Zahlen:

CiyCoy ... G, V.

Folglich muss wenigstens eines dieser Extreme unter den C
zu finden sein. U, s. w.

Zweiter Satz. — Sind n Conductoren ©,, €,, ... G,
gegeben, und st die Summe ihrer Ladungen = 0, so werden
(falls keine Husseren Krifte influiren) mindestens auf zweien
dieser Conductoren monogene Vertheilungen stattfinden.

Beweis. — Die Extreme der V, sind dargestellt durch
zwei der Zahlen:

Cy, Gy ....Cy;
[denn an Stelle des Theorems (A4.) kommt hier, wo die Summe

der Massen = O ist, das Theorem (A4".) zur Anwendung]. Folg-
lich miissen beide Extreme unter den C enthalten sein. U. s. w.
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Dritter S8ate. — Sind n Conductoren C,, G,, . .. G,
bis zu beliebigen Spannungen C,, C,, ... C. geladen, so
gelten (falls keine #dusseren Krifte einwirken) dhnliche Be-
hauptungen, wie in (34.). Ich will mich hier darauf be-
schriinken, die erste derselben namhaft zu machen. Sie lautet:

Ist: C,>0Cy...>C >V, Ist: C;>0C...>0C>0,
oder: C,<C,...<C,<V_,oder: C,<C,...<Cy<O,
so ist die Verthellung auf C, so wird die Vertheilung auf C
monogen, und zwar im erstern.monogen sein, und zwar positiv
Fall positiv, im letztern mgatir.: im ersten, negativ im letzten Fall.

Bemerkung. — Der Beweis Beweis. — Die Extreme
ist analog dem Beweise rechter: der Vs sind durch zwei der
Hand.  Selbstverstindlich re- Grbssen
priisentirt V,_ den Werth des C, Cy...C, V,
Gesammtpotentials V fir unend- 14, i, durch zwei der Grﬁssen
lich ferne Puncte; und es ist

daher dieses ¥V, je nach Um- Ci» G .. Cu, O
sttinden -+ 0o oder — 0o oder 0. dargestellt. Zufolge der ange-
'nommenen Relationen muss also

F das eine Extrem = C,, das an-
|dere =0 sein. U. s. w.

§ 1

Erweiterung eines Gauss’schen Satzes.

Es sei V' das Logarithmische oder Newton’sche Potential
eines in der Ebene resp. im Raume beliebig gegebenen Massen-
systems. Ferner sei 6 eine geschlossene Curve oder Fliche

“von beliebiger Gestalt und Lage.

Bezeichnen wir die ausserhald o befindlichen Massen-
elemente des gegebenen Systems mit m, m,, m,, ... .,
und die innerhalb ¢ befindlichen mit u, wu,, gy, . . . ., 80
besitzt ¥ in irgend einem Puncte xz den Werth:

Ve=3mTp.+ ZuTy..

Als Hiilfsmittel fiir unsere Zwecke wollen wir nun die
sogenannte natiirliche Belegung der Curve oder Fliche ¢ uns
vergegenwirtigen, und diejenigen Grossen p, TT, [ benutzen,
welche dieser natiirlichen Belegung entsprechen wiirden

.Neumann, Potential. 7

40,
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[vgl. Seite 85]. Ist do irgend ein Element der Curve oder
Fliche o, und bezeichnen wir die in diesem Elemente vor-
handenen Werthe von ¥, y mit ¥,, y,, so wird offenbar:

Voyodo = (EmTps + EpuTyo)ysdo;
und hieraus folgt durch Integration:
fV.,y,,do‘ = E(m_/'T,,,,y.,dG) + X (y.fT,,.,y.,dG).

Nun ist aber nach der Definition von y, TT, [:

JTnovedo = Tln,

JTuoyedes =T, :
weil die Puncte m ausserhalb, die Puncte g innerhalb o liegen.
Somit folgt:

S Vopedo = EmTl, + Xul.

Das in dieser Formel enthaltene Resultat kdnnen wir, wie
sehr bald*) ndher explicirt werden soll, als die Erweiterung
eines gewissen Grauss’schen Satzes ansehen, und folgender-
massen aussprechen:

Erweiterter Gauss’scher Satz.

Ist ¢ eime geschlossene Curve oder Fliche, und V das
Potential irgend welcher Massen, von denen einige m ausser-
_ halb, andere u innerhalb ¢ liegen, so ist:

SVoysdo = ZEmTT, + Zul,
=3ImM,+ -2y,
wo p, T, [ die der natiirlichen Belegung von 6 entsprechen-
den Grossen vorstellen [vgl. Seite 85). '

Enthilt das gegebené Massensystem Elemente, die gerade
auf ¢ liegen, so kinnen wir dieselben [wie der blosse Anblick
der vorstehenden KFormel (1.) erkennen lidsst] nach Belieben
den m oder auch den w beigesellen.**)

Liegen 2. B. sdmmitliche Massenelemente des gegebenen

*) Namlich im nachfolgenden Beispiel.

**) Rechnen wir niimlich ein solches auf ¢ befindliches Massenelement
p’ zu den g, so lautet das entsprechende Glied der Formel (1.) offen-
bar: p’'T. Und rechnen wir andrerseits jenes Element zu den m, so
lautet das entsprechende Glied: p'TT,.. Wir erhalten also in beiden
Fiillen genau dasselbe Glied. Denn TT,. repriigentirt den Werth von 1T in
einem auf ¢ gelegenen Puncte, und ist also identisch mit I
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Systems theils auf, theils innerhaldb 6, so kinmen wir die-
selben simmilich gur Classe der w rechmen, wodurch unsere
Formel (1) die Gestalt gewinnt:
SVopsdo =T -Zu=TM,

wo M = Xy die Gesammimasse des Systems bezeichnet.

Beispiel. — Ist ¢ eine Kreislinie oder Kugelfliche, so
haben p, [, TT folgende Werthe [vgl. Seite 85]:

7= 5ax | :

4
1 :
I'=logT, ;. M=
mﬂm=mlog%, , mil, = =

wo r die Centraldistanz des Punctes m, und A den Radius
bezeichnet. Fiir diesen speciellen Fall der Kreislinie resp.
Kugelfliche gewinnt daher die Formel (1.) folgende Gestalt:

fVadd . ' fVadd .
2BA ‘ 2mAt

1 ) 1 | .
=E(mlog—r~)+2.(ylogx),l =21’:—+2‘%;
dies aber ist der Gauss’sche Satz des arithmetischen Mittels
[vgl. Seite 25]. Und demgemiss sind wir also in der That
berechtigt, unsern allgemeinen Satz (1.) als eine Erweiterung
dieses Gauss’schen Satzes zu bezeichnen.

Bemerkung. — Fir den Specialfal M = 0 geht die
Formel (3.) iiber in

fV.,y,,do‘ =0.

Da nun yp, [vgl. den Satz (18.), Seite 86] iiberall positiv und
auf keinem noch so kleinen Theil von ¢ Null ist, so folgt
hieraus sofort, dass die Werthe ¥, theils positiv, theils ne-
gativ sein miissen. Oder genauer ausgedriickt:

Reprisentirt ¢ eine geschlossene Curve oder Fliche, und
befinden sich theils auf, theils innerhalb o irgend welche
Massen, deren Summe = O ist, so kionnen die Werthe, welche
das Potential dieser Massen auf 6 besitzt, nicht alle von
einerles Vorzeichen sein; — es sei” denm, dass sie simmtlich
= 0 sind.

7.
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Zweite Bemerkung. — Aus (3.) folgt ferner:

_JVe%e de

M ="

Nebmen wir nun an, die natiirliche Belegung der Curve oder
Fliche ¢ und die dieser Belegung zugehdrigen Grossen 4, I
wiiren bekannt. Alsdann kdnnen wir vermittelst der Formel
(6.) die Masse M berechnen, falls die Werthe ¥V, gegeben
sind; — es sei deun, dass [ = O ist. Sollte nimlich dieser
sogenannte singuldire Fall: [ = O vorhanden sein, so konnte

die Formel (6.) moglicherweise die Gestalt
0

M=3
besitzen, mithin zur Berechnung von M unbrauchbar sein.
Wir gelangen daher zu folgendem wichtigen Satz:

Sollen sdmmtliche Massen eincs gegebenen Potentials V
theils auf, theils innerhalb einer gegebenen geschlossenen
Curve oder Fliche o liegen, und sind ferner die Werthe von
Vauf o gegeben, so wird hierdurch die Summe jener Massen
vollstindig bestimmt sein; ausser im singuldren Fall.

Im Rawm kann der in Rede
stehende singulire Fall: [ = 0

Das einfachste Beispiel des!
singuléiren Falles: ' = 0 ist be-

kanntlich eine Kreislinie 6 vom
Radius 1. Und in der That er-
kennt man leicht, dass der vor-
stehende Satz (7.) fiir eine solche,
Kreislinie nicht melt gultig ist. !
Setzen wir niimlich: i
V =W,
Ve Wt o log
und verstehen wir dabei unter
W das Potential irgend welcher

innerhald der Kreislinie ¢ ge-
legenen Massen, und unter

1

to log —
das Potential eines im Centrum
gelegenen Massenpunctes u,, so

haben die Potentiale ¥V und V"!

niemals vorkommen, wie wir sol-
ches schon frither dargelegt ha-
ben. [Vgl. (23.) Seite 88.]



Die Theorie der elektrischen Vertbeilung. 101

auf der Peripherie ¢ einerleil
Werthe; und trotzdem ist die!
Summe der Massen fiir V eine i
andere als fiir V. l:

§ 8.

Ueber die zur Bestimmung eines Potentials ausreichenden
Bedingungen.

Wir haben im ersten Capitel gewisse Theoreme mit
(A.add), (J.odd) und (S.29) bezeichnet, um in solcher Weise
anzudeuten, dass dieselben von Potentialen handeln, deren
" Grenzwerthe bis auf unbestimmte additive Constanten vor-
geschrieben sind. Wir werden gegenwirtig zu andern Theo-
remen iibergehen, die mit jenen eine gewisse Aehnlichkeit
besitzen, die aber von Potentialen handeln, deren Grenz-
werthe dbsolut d. h. vollstindig vorgeschrieben sind, und die
wir dementsprechend mit (4.), (J.%*) und (S.%%) bezeichnen
wollen.

Allerdings sind wir mit einzelnen Bruchstiicken dieser
Theoreme (4.%%), (J.%) und (S.%*) bereits bekannt durch ge-
legentliche Excursionen im ersten Capitel.*) Zu einer voll-
stindigen und systematischen Darstellung der in Rede stehen-
den Theorie war une damals aber noch der Weg verschlossen.
Und erst gegenwiirtig haben wir uns diesen Weg erdffnet
durch Aufstellung des crweiterten Gauss'schen Satzes (im vor-
hergehenden §).

Theorem (A4.%*).

Sollen die Massen eines Potentials V theils ausserhalb des
Gebictes W, theils auf seiner Gremze liegen, und sollen ferner
die Vs vorgeschricbeme Werthe haben, so ist hierdurch V
vollstimdig bestimmt fiir alle Puncte von N; -- ausser im
singuldren Fall. '

*) Es ist une némlich schon von damals her derjenige Thesl des
Theorems (4.%%*) bekannt, welcher den Raum betrifft, desgleichen der
zweite Beweis dieses Theorems [vgl. (14.) Seite 35]. Ausserdem ist uns
bekannt das Theorem (J.%%’), nebst seinem zweiten Beweise [vgl. (31.)
Seite 41).
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Beim Beweise dieses Theorems ist es zweckmissig, mit
dem Raum zu beginnen, und dann erst zur Ebene iiber-.

zugehen.*)

Erster Beweis.

Ein analoger Beweis in der
Ebene ist nicht moglich, weil die
betreffende Green’sche Formel
[vgl. Seite 21] hier in der Ebene
zur rechten Seite nicht mehr die

. 0,
sondern

0 oder oo
hat.

| daselbst constant

| aber,

Zweiter

Ein analoger Beweis ist in der|

Ebene nicht mdglich. Entsprechen

Nehmen wir an, es existirten
zwei Potentiale ¥V und V' der
genannten Art. Alsdann wird
offenbar die Differenz

UO=V—V
ein Potential sein, dessen Massen
ebenfalls theils ausserhalb des
Gebietes A, theils auf seiner
Grenze liegen; und tiberdiess
wird U, = O sein. Somit folgt
durch Anwendung eines Green-
schen Satzes [Seite 21]:

j(EU)dr-l—jU oU 4

oder, weil die Uy = 0 sind:
fm(E U)dr=0.

Hieraus folgt weiter, dass

20U 9U 9U

oz’ oy’ 0z
in Y tberall = 0, mithin U
ist.  Dieser
constante Werth von .U kann
weil die Uy, = 0 sind,
kein anderer als der Werth Null
sein. W, z. b. w.

Beweis.
Wir setzen wieder
V—V =T.

némlich ¥V und V' den in un-| Die Massen der Potentiale V, V', U -

*) Der Leser wird demgemiss gebeten,

beobachten.

dieselbe Reihenfolge zu -
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serm Theorem genannten Be-
dingungen, und setzen wir:
V—V =T,

103

[liegen alsdann ausserhalb A resp.
.auf 6. Oder (was dasselbe ist)
-sie liegen inmerhalb § resp. auf

so sind ¥V, V', U drei Poten-| Somit folgt :
tiale, bei denen tiber die Summe U, =0;
der Massen nicht das Mindeste | ausserdem ist:
bekannt ist. Und wir wissen; Us =0,
daher nicht, ob | mithin such N
Um=0 oder =_—tco | Kd=Ga=0
sei. | falls nimlich X, und G, den

!‘ kleinsten und grossten der Werthe
| U,y repriisentiren.

| Nach bekanntem Satz |[Theo-
'i rem (A.), Seite 33] sind nun die
%Extreme der U, dargestellt
' durch zwei der Grossen:

. K;, Gg, U, .

iDiese Grossen aber sind (wie
'eben gezeigt wurde) simmtlich
= 0, folglich jene Extreme
ebenfalls. U. s. w.

Dritter Beweis.

Die in unserem Theorem an V gestellten Bedingungen sind
folgende:

(1) V soll das Potential von Massen sein, die ausserhalb
N, resp. auf 6, oder (was dassclbe) innerhaldb I resp.
auf & liegen.

(IL.) Die V4 sollen vorgeschricbene Werthe haben.

" Auf Grund dieser vorgeschriecbenen Werthe V, konnen wir
nun aber sofort die Summe M der Massen vou V berechnen,
mit Hiilfe der bekannten Formel (6.):

A Veygdo

und wir konnen somit nachfolgende dritte Bedingung (als
unmittelbare Consequenz der beiden ersten) hinzufiigen:
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(IIL) Die Summe der Massen des Potentials ¥ soll einen
gegebenen Werth haben. ‘

Nehmen wir nun an, es existirten swe; Potentiale ¥ und V7,

welche diesen drei Bedingungen Geniige leisten, und setzen

wir ¥V — V' = U, so ist offenbar:

Uuo = 0)
und ferner:
Ug = O ’
mithin auch:
Kg = Gq == 0 ’

falls ndmlich K, und G, den kleinsten und grossten der

Werthe U, bezeichnen.

Nach bekanntem Satz [Theorem (A4.) 8. 33] sind die. Ex-
treme der U, dargestellt durch zwei der Grossen

K,, G,

U

o *

Diese Grossen aber sind (wie eben gezeigt wurde) simmtlich
=0, folglich jene Extreme ebenfalls. U. g w.
Dieser dritte Beweis ist offenbar stets giiltig, ausser im

singuldren Fall.

Denn in diesem Fall ist [ = 0, mithin die

zur Bestimmung von M benutzte Formel

M _JVor5ds
r
nicht mehr brauchbar.
Bemerkung. — Auch ist im singuldren Fall das vor-

stehende Theorem (A.%%) nicht mehr richtig.

Um solches darzuthun, bedarf
es nur eines Beispiels. Das ein-
fachste Beispiel aber fiir den
sogenannten singuliren Fall bietet
eine Kreislinie ¢ vom Radius
FEins. Setzen wir niimlich:

V =W,
’ l
V=W u,log 7!
wo W das Potential irgend wel-
cher innerhalb ¢ gelegener Massen

vorstellen soll, und g, log -,17 das

Der sogenannte éingulb‘.re Fall
kann im Raume niemals vor-
kommen [vergl. (23.) Seite 88],
so dass also die Gultigkeit des
Theorems (A.%%) im Raume kei-
nerlei Einschriinkung unterliegt..-
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Potential eines im Centrum be- :‘
findlichen Massenpunctes g, be-:
zpichnet, so werden die Poten- |
tisle V und V' auf der Peri-|
pherie ¢ einerlei Werthe haben,
trotzdem  aber- verschiedene
Werthe besitzen in den Puncten
ausserhalb 6. W. z, z. w. y

Zweite Bemerkung. — Bringen wir unser Theorem (4.4%)
auf den. speciellen Fall in Anwendung, dass V auf der Grenze
von A d. i. auf 6 constant ist, so gelangen wir zu folgen-
dem Resultat:

Sollenn die Massen eines Potentials V theils ausserhalb
des Gebietes N, theils auf seiner Grenze liegen, und sollen die
Vo einen vorgeschyicbenen constanten Werth C besitzen, so
folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass V in allen Puncten des
Gebietes W identisch ist mit

ctr
T
— ausser im singuldren Fall.
Beweis. — Dass on
V="
den gestellten Anforderungen geniigt, erkennt man sofort.
Zugleich aber folgt aus dem Theorem (A.%%), dass dieses V,
insoweit es sich um die Puncte des Gebietes U handelt, die
einzige Function ist, welche jenen Anforderungen entspricht.
W. z. h. w.

Theorem (J.%%).

Sollen die Massen eines Potentials V theils ausserhalb des
Gebictes X, theils auf seiner Grenze liegen, und sollen ferner
die V4 vorgeschriebene Werthe haben, so ist hierdurch V
vollstimdig bestimmt fiir alle Punct¢ von 3, — ohne Aus-
nahme.

Erster Bewess.
Nehmen wir an, es existirten zwei Potentiale V' und ¥’
der verlangten Art. Alsdann wird die Differenz U= ¥V — ¥V’

10,

11,
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ein Potential sein, dessen Massen ebenfalls theils ausserhalb
des Gebiets Q, theils auf seiner Grenze liegen, und iiberdies
wird U, =0 sein. Somit folgt durch Anwendung eines
Green’schen Satzes (S. 19):

..JgE U)dz +jUaa—f’do =0,

oder weil U, = 0 ist:

‘/(E U)dr = 0.
U. s w. ’ .
Zweiter Beweis.
Bilden wir wiederum die Differenz U = ¥V — V", so wird:
Us=0,

Ka = Ga~=0’

falls niinﬂich K, den kleinsten und G, den grossten der
Werthe. U, bezeichnet. — Nach bekanntem Satz |[Theorem (J.),
S. 40] sind nun aber die Extreme der U; dargestellt durch

mithin auch

Kg’ Gq’
und folglich =0. U. s. w.
Bemerkung. — Wenden wir das vorstehende Theorem

an auf den Specialfall ¥, = Const., so gelangen wir zu fol-
gendem Resultat:

Qollen die Massen eines Potentials V theils ausserhalb des
Gebietes X, theils auf seiner Grenze liegen, und sollen die Vi,
einen vorgeschricbenen constanten Werth C haben, so folgt
hieraus mit Nothwendigkeit, dass V in allen Puncten des Ge-
bietes Y identisch mit C ist.

Theorem (i5.%%).

Soll die Massenbelegung eimer geschlossenen Curve oder
Fliche 6 von solcher Art sein, dass ihr Potential auf o selber
vorgeschriebenc Werthe f; besitet, so ist jene Belegung
hierdurch eindeutiy bestimmt, — ausser im singuldren Fall.

Beweis. — Ist V' das Potential der Belegung, so sind
[vgl. die Theoreme (A4.%%) und (J.%¢)| simmtliche ¥, und ¥;,
in Folge der getroffenen Kestsetzung ¥V, = f;, eindeutig be-
stimmt, — ausser im singuliren Fall. Und Gleiches gilt
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daher auch von der Dichtigkeit 0 jener Belegung, welche
gich bestimmt durch die bekannte Formel:

oV,
a, + oN °

§ 9.
Nachtriigliche Erorterungen.

Die in den beiden letzten §§ a.ufgestellten allgemeinen
Sitze unterhegen insofern einem gewissen Bedenken, als
dabei von einer Function p Gebrauch gemacht wurde, deren
FEzxistenz theils durch unsere physikalische Anschauung, theils
durch einen gewissen Analogieschluss*), nickt aber durch
mathematische Conclusionen verbiirgt ist.

- In manchen Fiillen, z. B. fiir Kreislinie und Kugelfliche,
Ellipse und Ellipsoid, kann ein solches Bedenken durch die
wirkliche Aufstellung jener Function p beseitigt werden. Auch
wird die Anzahl der speciellen Fille, in denen man dem ge-
#usserten Bedenken gegeniiber in dieser besonders giinstigen
Lage sich befindet, durch eines der spiteren Capitel **) noch
bedeutend vermehrt werden.

Wollen wir aber jenem Bedenken nicht in speciellen
Fillen, sondern allgemein entgegenzutreten versuchen, so
haben wir zu beweisen,

dass die Masseneinheit des|dass diec Massencinheit des
fingirten. Fluidums auf einer ge- | elektrischen Fluidums auf einer
schlossenen Curve o stets im| geschlossenen Fliche o stets in

— 20 =
W. z. b. w.

*) Wir haben némlich (Seite 85) y die Dichtigkeit derjenigen Ver-
theilung genannt, welche die Elektricititsmenge Eins aunf einem ge-
gebenen Conductor annimmt, falls keine #usseren Kriifte einwirken.
Und es beruht also die Existenz der Function y oder (was dasselbe)
die Existenz der in Rede stehenden elektrischen Vertheilung nur auf
unseren physikalischen Vorstellungen, nicht aber auf mathematischer
Evidenz. — Noch schlimmer sieht es in der Ebeme aus. Denn hier
beruht unsere Ueberzeugung von der Existenz der Function y nur auf
einem Analogieschluss, nimlich auf der Vorstellung, dass fiir das fingirte
Fluidum in der Ebene Analoges gelten miisse, wie fiir das elektrische
Fluidum im Raume.

**) Namlich durch dasjenige Capitel, welches von der Methode
des arithmetischen Mittels handelt. .
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solcher Weise sich ausbreitem| solcher Weise sich ausbreiten
lisst, dass ihr Potential auf o|lisst, dass ihr Potential auf o
uberall constant ist. tiberall constant ist.

Denn gelingt es uns, die Existenz einer solchen Massen-
ausbreitung nachzuweisen, so wird die Dichtigkeit derselben
die in Zweifel gezogene Function p sein, jener Zweifel also
verschwinden.

Um nun die Existenz einer solchen die Anforderungen
(2.) erfiillenden Vertheilung nachzuweisen, werden: wir —
nach dem Vorgange von Gauss*) — zuerst die Existenz
einer gewissen (noch nidher zu bezeichnenden) Minimal- Ver-
theilung darthun, und sodann zeigen, dass diese Minimal-
Vertheilung jenen Anforderungen (2.) entspricht.

Die Existenz der Gauss’schen Minimal-Vertheilung. —
Denkt man sich die Masseneinheit auf der gegebenen Curve
oder Fliche ¢ in stetiger Weise ausgebreitet, und bezeichnet
man die_Dichtigkeit dieser Belegung mit p, ferner ihr Po-
tential auf einen variablen Punct-z mit ¥V, so ist:

l= f Y.do,
Ve =fT,,.,y¢do', 7
oder, falls man z nach irgend einer auf ¢ gelegenen Stelle s
riicken ldsst:

V= fT,., Yedo .

Ist nun ferner Q das sogenannte Potential der Belegung auf
sich selbst, so-wird:

Q = [Vypqdo,
oder, falls man den Buchstaben ¢ durch s ersetat:
Q = [V,y.ds,

oder, falls man fir ¥, den Werth 6. substltun't

Q= [[T.s7:y.dsde.

Bezeichnen wir nun die gegenseitige Entfernung zweier
auf der gegebenen Curve oder Fliche o gelegenen Puncte s, o
mit 7, und den grissten Werth, welchen diese Entfernung

¥) Allg. Lehrsitze, Art. 20—32. Aus der nachfolgenden Repro-
duction dieser Gauss'schen Methode wird ersichtlich werden, dass die-
selbe nicht nur im Rawme beim Newton'schen Potential, sondern ebenso
auch in. der Ebene beim Logarithmischen Potential anwendbar ist.
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bei einér beliebigen Bewegung der beiden Puncte annehmen
kann, mit R, so ist offenbar:

1 i 1
T,,=log7, Tcu=7v

1
T > log £, Tyo> &
Setzen wir also zur augenblicklichen Abkiirzung: -

1 K 1
K=108'-R', I K=1i—’

so ist allgemein (in der Ebene und im Raum):
T,s> K,

wo K eine der gegebenen Curve oder Fliche eigenthiimliche
Constante vorstellt.

Wir wollen nun voraussetzen, die Dichtigkeit p sei
tiberall positiv, resp. mull. Alsdann folgt aus (5.) und (9.)
sofort:

V,> K [y,da
also nach (3.) Jreds,

V.> K.

Und nunmehr folgt aus (6.) mit Riicksicht auf (10.), (11.):
Q> K [y,de

d. i. nach (3.) Jredo,
Q> K.

Halten wir also fest an der Voraussetzung (10.)', oder
(mit anderen Worten) beschrinken wir uns auf sogenannte
monogene Belegungen®*), so werden die diesen Belegungen
entsprecifenden Potentiale Q simmtlich grisser sein, als eine
gewisse der gegebenen Curve oder Fliache zugehorige Con-
stante K. -

Unter allen monogenen Vertheilungen, welche die gegebene
Masse Eins auf unserer Curve oder Fliche annehmen kann,
muiss also eine existiren, deren Q jemer Comstanten K am
ndchsten kommt, mithin ein Minimum ist.

*) Es ist nimlich die Gesammtmasse der Belegung gleich Eins
[vgl. (3.)]. Soll also die Belegung monogen sein, so folgt daraus von
selber, dass die Dichtigkeit y iiberall positiv resp. null sein muss.

10.

11.

12,

18,
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Nachdem die Existens einer solchen Minimal-Vertheilung *)
durch den Satz (13.) constatirt ist, handelt es sich nun gegen-
wiirtig um die Untersuchung ihrer Eigenschaflen.

Die Eigenschaften der Gauss'schen Minimal-Vertheilung.
— Die einer beliebigen Variation 0 p entsprechende Variation
0Q lautet nach (8.):

0Q = [[T.o(ys97: + y.d75)dsdo,
oder, etwas anders geschrieben:

0Q = [(ds(0y,) [doys Tea) + [(d6(076) fdsys Tio),
also mit Riicksicht auf (5.):

0Q = [ds(@p,) V. + [do(0ps) Vs,
oder, was dasselbe ist:
0Q=2/V,(0yg)doc.
Offenbar muss nun aber fiir jene Minimal-Vertheilung der
Ausdruck 0Q stets positiv sein, falls man nur die 0y ge-
wissen Beschriinkungen unterwirft, die aus der Natur unserer
Betrachtungen sich leicht ergeben. ,
Wir haben némlich [man blicke zuriick auf (13.)] nur

solche Belegungen mit einander in Vergleich gebracht, welche
die Gesammtmasse Eins und den Charakter der Monogeneitit
besitzen, also nur solche, deren Dichtigkeiten » den Be-
dingungen entsprechen:

f Ysdo6 =1,
Ye20.
Hieraus aber ergeben sich analoge Bedingungen fiir dle a9y,
néimlich folgende.

Exrste Bedingung: 0y muss der Relation eRtsprechen
J(@ys)de = 0.

Zweite Bedingung: 0y darf an solchen Stellen, wo
die Curve oder Fliche wnbelegt, mithin y =0 ist,
keinen negativen Werth annehmen sondern nur po-
sitiv resp. null sein.

Jene Minimal-Vertheilung wird also, wie schon bemerkt
[vgl. (14.), (15.)], der Formel

*) Es mag nidmlich gestattet sein, jene Vertheilung, deren Existenz
durch (13.) constatirt ist, kurzweg die Minimal-Vertheslung zu nennen.
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0Q = pos.,

JVo(05)de = pos.
zu entsprechen haben, jedoch nur fiir solche dy, welche den
Bedingungen (16.«, ) Geniige leisten. '

Nun sind, was die noch génzlich unbekannte Beschaffen-
heit der in Rede stehenden Minimal-Vertheilung betrifft, von
vorne herein zwei Fille denkbar. KEs werden némlich bei
dieser Vertheilung entweder sammiliche Theile von ¢ mit
Masse belegt, oder einzelne Theile unbelegt sein.

Erster Fall: Sammtliche Theile von ¢ sind mit Masse
belegt, mithin y tiberall > 0, das Zeichen genommen in
sensu rigoroso. — Alsdann muss V auf ¢ constant sein. —
Denn wiire ¥ an einer Stelle von ¢ kleiner als an einer andern,
und déchten wir uns an der Stelle der kleineren und an der-
jenigen der grosseren Werthe zwei gleichgrosse Flichen-
elemente abgegrenzt, und respective mit d¢’ und de¢” be-
zeichnet, so wiirden wir den Ausdruck (18.), ohne Verletzung
der Bedingungen (16.«, #), dadurch negativ machen konnen,
dass wir 0y auf de¢’ positiv, auf do” negativ und sonst
iiberall gleich Null machen.

Zwoiter Fall: Bei jener Minimal - Vertheilung ist nur ein
gewisser Theil 6, von ¢ mit Masse belegt, der tibrige Theil
6, unbelegt, so dass also auf 6, die Relation y > 0, hin-
gegen auf o, die Relation y = O stattfindet. — Alsdann
muss V auf 6, constant, etwa = C sein, wie solches aus
den Betrachtungen ‘des vorhergehenden Falles unmittelbar
sich ergiebt; — gleichzeitig aber muss alsdann ¥V auf g,
Werthe besitzen, die grisser als jene Constante C, oder
mindestens eben so gross sind. — Denn wire ¥V in irgend
einem Element do, des Theiles 6, kleiner als C, und be-
zeichneten wir ein gleichgrosses Element des Theiles o, mit
do,, so wiirden wir den Ausdruck (18.), ohne Verletzung
der Bedingungen (16.«, f), dadurch negativ machen konnen,
dass wir 0y auf do, positiv, auf do, negativ, und sonst
iiberall gleich Null nehmen.

Um die Hauptsache zusammenzufassen: In dem hier be-
trachteten zweiten Fall ist nur eine gewisse ungeschlossene
Curve oder Fliche 6, mit Masse belegt,” und das Potential

d. i. der Formel

11,

18.
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V dieser Belegung auf o, selber constant, ndmlich = C,
hingegen ausserhalb o, (nimlich auf ¢,) mit Werthen be-
haftet, die > C sind. — Solches aber widerspricht einem
frither gefundenen allgemeinen Satz [Theorem (a.), Seite 48].
Folglich ist dieser zweite Fall unmoglich.

Resultat. — Demgemiiss ist der erste Fall der einzig
mogliche. D. h. die in Rede siehende Minimal-Vertheilung
hat die Eigenschaft, ein Potential zu besitzen, welches auf der
gegebenen Curve oder Fliche o diberall comstant ist. Die
Existenz dieser Minimal-Vertheilung kann aber nach (13.)
keinem Zweifel unterliegen. Und durch ihre Existenz ist
also dargethan, dass eine den Anforderungen (2.) entsprechende
Vertheilung in der That existirt.

Schlussbemerkung. — Dass die im Vorstehenden repro-
ducirte Gauss’sche Beweisfihrung des Satzes (2.) auch dann
noch giiltig sei, wenn die geschlossene Curve oder Fliche o
unendlich viele Ecken besitzt, wird Niemand behaupten wollen.
— Hiermit will ich keineswegs das Verdienst von Gauss
schmiélern, sondern nur auf das Ziel hinweisen, welches bei
derartigen Untersuchungen im Auge zu behalten ist. Dieses
Ziel némlich kann nach meiner Ansicht nicht in dem Suchen
nach einem absolut strengen Beweise fiir ganz nebelhaft vor-
schwebende Curven oder Flichen bestehen, sondern nur in
einer genaueren Determination derjenigen Curven und Flichen,
fiir welche ein absolut strenger Beweis iiberhaupt méglich
ist. Und selbst diese Aufgabe wiirde unfruchtbar sein, wenn
man es dabei auf eine villige Erschopfung der bezeichneten
Curven und Flichen absehen wollte. Aussicht auf Erfolg
wird man nur dann haben, wenn man unter diesen Curven
und Flichen mdiglichst umfangreiche Classen festzustellen sich
bescheidet.
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Die Theorie der sogenannten Doppelbelegungen.

Gauss hat im Jabre 1813 einen Satz aufgestellt*), den
man folgendermassen aussprechen kann:

Bezeichnet de das Element einer geschlossenen Fliche,
ferner v die inmere Normale von do, ferner E den Abstand
des Elementes do von einem beliebig gegebenen Puncte x, end-
lich & den Winkel, unter welchem diese Entfernung E (d6 g, )
gegen v geneigt ist**), so wird das iiber die ganze geschlossene
Fliche ausgedehnte Integral '

cos §.do
. Er
den Werth O oder 2x oder 4m haben, je 'machdem der Punct
z ausserhaldb o, oder auf o, oder innerhaldb ¢ liegt.

Lassen wir also den
Punct z in der Richtung
von Aussen nach Innen

die gegebene Kliche

durchschreiten, so wird
das Integral zwei kurz
auf einander folgende
sprungweise Veriinderun-
gen erleiden; denn es
wird in dem Augenblick,
wo der von Aussen kom-
mende Punct die Fliche
erreicht, plotzlich von O
%uf 27z, und unmittelbar

*) In der Theoria attractionis corp. sphaer. ell.; Gauss’ Werke, Bd. 5,
Seite 9.

*#*) Diese Bezeichnungen werden einigermassen illustrirt durch die
beigefiigte Figur, in welcher jedoch von der gegebenen geschlossenen
Flache nur ein Theil angedeutet ist.

Neumann, Potential. "8
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darauf in dem Augenblick, wo der Punct, nach Innen stre-
bend, die Fliche wverlisst, von 2=z auf 4z anwachsen.

Wir werden nun im gegenwirtigen Capitel zeigen, dass
analoge Discontinuititen auch stattfinden bei dem allgemeinern

Integral:
J}, -cos & -deo
poooeyas,

wo u eine auf der Fliche ausgebreitete Function vorstellt
von beliebiger Beschaffenheit, von welcher jedoch voraus--
gesetzt sein mag, dass sie auf der Fliche iiberall stetig ist.

Lassen wir nimlich wiederum den variablen Punct z
die gegebene Fliche ¢ an irgend einer Stelle s durchschreiten,
und bezeichnen wir den Werth der Function u an dieser
Stelle s mit g,, so wird das Integral in dem Augenblick, wo
der Punct von Aussen kommend die Fliche erreicht, plotzlich
um 2z u, anwachsen, und unmittelbar darauf in dem Augen-
blick, wo der Punct, nach Innen strebend, die Fliche ver-
lisst, nochmals um 2mu, anwachsen. Bezeichnen wir also
den Werth des Integrals, um seine Abhingigkeit von dem
variablen Puncte x einigermassen anzudeuten, mit W :

w-cos d-do
o TR

so besitzt diese Function W, auf der gegebenen Fliche o
im Ganzen dreierlei Werthsysteme, nimlich ein erstes auf
der dussern Seite der Fliche, ein zweites direct auf der Fliche
selber, endlich ein drittes auf ihrer inmern Seite*).

Benennen wir simmtliche Puncte des ganzen unendlichen
Raumes, je nachdem sie ausserhalb, auf oder inmerhalb &
liegen, respective mit @, s und ¢, und die in diesen Puncten
vorhandenen Werthe des Integrals respective mit W,, W,
und ‘W;, so besteht offenbar das erste von jenen drei Werth-
systemen aus den Grenzwerthen der W,, das zweite direct

) L ]
*) Man unterscheidet zuweilen zwischen den drei Grdssen :

xz—0, x, x4+ 0.

. . - . & .
In ganz analoger Weise und auch in ganz analogem Sinne unterscheiden
wir hier zwischen der dussern Seite der Fliche, zwischen der Fliche
selber, und zwischen ihrer innern Seite.
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aus den W, selber, endlich das dritte aus den Grenzwerthen
der W;.
 Bedienen wir uns endlich, was die genannten Gren:-
werthe betrifft, der Symbole W,, und W;,, indem wir unter
W., den Werth in einem Puncte a verstehen, welcher dem
Puncte s unendlich nahe liegt, andererseits unter W;, den Werth
in einem Puncte ¢, der ebenfalls unendlich nahe an s liegt,
so konnen wir die zwischen den dreierlei Werthsystemen vor-
handenen Beziehungen durch folgende Formeln aussprechen:
W= W, —2zy,,
W= W, 4+ 2=y,.
Auch ist zu bemerken, dass die W, fiir sich allein betrachtet
iiberall stetig sind, ebenso die W,, und ebenso die W;; so
dass wir also, Alles zusammengefasst, sagen konnen, die
Function W besitze — immer vorausgesetzt, dass p stetig
ist — folgende Eigenschaften:

Erste Eigenschaft. — Die W, sind auf der gegebenen
Fliche o iberall stetig.

Zweite Eigenschaft. — Die W, bilden ein stetiy zu-
sammenhdngendes Werthsystem, dessen Grenzwerthe W, it
den W, durch die Relation
. Wa: = W: - 2”!’«1
verbunden sind. : :

Dritte Eigenschaft. — Die W; bilden cin stetig zu-
sammenhingendes Werthsystem, dessen Gremewerthe Wi, mit
den W, durch die Relation

, Wi = W, + 2xg,
verkniipft sind.

Denken wir uns also, um den eigentlichen Charakter
der beiden letzten Eigenschaften noch schiirfer und an-
schaulicher hervortreten zu lassen, zwei im Raume ausge-
breitete Functionen ¢, ¥, die eine definirt durch dic Formeln:

Qy = VVu )

Py = Ws -2 T s,
die andere durch die Formeln:

Y= Wi,

Y= W: + 2“[% y
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so wird die Function ¢ stetig sein fiir die Gesammiheit aller
Puncte a, s, und andererseits 3 stetzg sein fiir die Gesammt-
heit aller Puncte ¢, s.

Sobald wir die in Rede stehenden drei Eigenschaften,
welche den eigentlichen Kern des gegenwirtigen Capitels
ausmachen, constatirt haben werden, ergeben sich alsdann
ohne Muhe folgende weitere Sitze:

Soll W fiir alle Puncte ausserhald der Fliiche constant
sein, so muss w ebenfalls constant sein.

Soll W fiir alle Puncte innerhalb der Fliche constant
sein, so muss w cbenfalls constant sein.

Soll W auf der dussern Seite der Fliche vorgeschriebene
Werthe besiteen, so wird hierdurch p bestimmt sein, bis auf
eine unbestimmie additive Constante.

Soll W auf der inmern Seite der Fliche vorgeschriebene
Werthe haben, so ist hierdurch wp vollstindig bestimmdt.

Kehren wir zuriick za dem zu Anfang genannten Gauss-
schen Integral, und bezeichnen wir dasselbe mit w,:

w, = cos ; de ,
so ist, wie schon erwihnt wurde:
we =0,
w, = 2=,
w; =4mx.

Von diesen Formeln bedarf die mittlere zuweilen einer ge-
wissen Modification. Es ist nimlich, wie Gauss selber schon
bemerkt hat*), jene mittlere Formel w, =2z nur_ insofern.
richtig, als die Stetigkeit der Kriimmung der Fliche im
Puncte s nicBt verletzt wird. Eine solche Verletzung findet
aber statt, wenn der Punct s in einer Kante oder Ecke liegt;
und dann muss, wie Gauss sich ausdriickt, anstatt 2z der
Inhalt derjenigen Figur gesetzt werden, welche durch die
simmtlichen von s ausgehenden, die Fliche tangirenden ge-
raden Linien aus einer um s als Mittelpunct mit dem Halb-
messer Kins beschriebenen Kugelfiiche ausgeschieden wird.

*)' Gauss’ Allgemeine Lehrsitze, Art, 22.
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Der Inhalt dieser sphiivischen Figur ist offenbar nichts
Anderesy, als die Oeffnung desjenigen Kegels oder korper-
lichen Winkels, welcher von der Fliche im Puncte s gebildet
wird. Demgemiss mag der Inhalt jener Figur kurzweg das
Winkelmaass der Fliche im Punet s genannt, und mit &,
bezeichnet werden, so dass also die in Rede stehende Kormel
w, = 2, falls sie allen Fillen entsprechen soll, in w, = @,
umzuindern ist.

Analoge Modificationen sind natiirlich bei der Theorie des
allgemeinern Integrals - :

W, = p-cosd-deo

Er
ebenfalls erforderlich, wie in der That im gegenwirtigen
Capitel néher explicirt werden soll. — Uebrigens werden wir

dem von Helmholtz*) eingefiihrten sehr zweckmissigen Sprach-
gebrauch uns anschliessen, indem wir sowohl das Gauss’sche
Integral w, als auch das allgemeinere Integral W, als das
Potential einer gewissen auf der Fliche ausgebreiteten Doppel-
beleguny ansehen.

Zu bemerken ist endlich, dass wir im Folgenden auch
die analogen Sitze in der Ebene¢ entwickeln werden, wobei
sich, abgesehen von dem schon frither erwihunten singuldren

‘all**), eine vollstindige Uebereinstimmung mit den Sitzen
des Raumes ergeben wird.

§ 1.
Das Potential einer sogenannten Doppelbelegung.

Positive 8eite und positive Normale. — Bei einer ge-
. gebenen Curve oder Fliche pflegt man eine bestimmte Seite
als positiv festzusetzen, indem man alsdann gleichzeitig die
auf dieser Seite errichtete Normale die positive Normale nennt.
Und umgekehrt: Hat man eine bestimmte Normale als po-
sitiv festgesetzt, so pflegt man mit demselben Namen auch
die entsprechende Seite zu bezeichnen.

*) In seinem Aufsatz: Uecber die Gesetze der Vertheilung elektrischer
Strome in korperlichen Leitern, mit Amcendung auf die thierisch-
elektrischen Versuche. 1863. Poggend. Annal. Bd. 89. Seite 224—22%,

**) Vgl. z. B, Seite 72 und 88.
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Potential einer Doppelbelegung. — Denken wir uns
auf allen positiven Normalen » einer gegebenen Fliche 6 ein
und dieselbe unendlich kleine Strecke i aufgetragen, so ent-
steht eine neue mit ¢ parallel laufende Fldche 6’. Correspon-
dirende Puncte dieser beiden Flichen ¢ und ¢’ wollen wir
solche nennen, die auf derselben Normale liegen, und cor-
respondirende Elemente solche, die aus correspondirenden
Puncten bestehen *),

Diese beiden Flichen ¢ und ¢’ mégen nun in continuir-
licher Weise mit Masse belegt sein, und zwar der Art, dass

dé TR O
A ' &
. \l o ——
\ /d‘/ \
ST
' L
~

r

die auf je zwei correspondirenden Elementen dé und d¢’ vor-
handenen Massen einander cnigegengesctst gleich sind. Be-
zeichnet man also die auf dé und de¢’ angehiuften Massen .
respective mit ’

— ¢ do

+ ¢'do’,
so soll die Relation stattfinden**):

*) In der obemstehenden Figur ist die. positive Seite von ¢ (auf
welche die positive Normale » aufgesetzt ist) durch Schraffirung aus-
gezeichnet.

*¥) Die Dichtigkeiten (— §£) und (4 ¢’) der beiden Belegungen stehen
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tde =¢t'des’. ‘
Fiir das Potential W dieser beiden Fliichen auf einen
beliebigen Punct 2 erhalten wir die Formel:

w=f(= “’"f“")

d. i. mit Riicksicht auf (3.):

—[ T §dd

wo E, E’ die Entfernungen der Elemente do, d¢’ von x
vorstellen. Nun ist aber, weil 4 unendlich klein angenommen
wurde:

2l

1 1 E

=gt 5
wo v die positive Normale des Elementes d¢ bezeichnet. So-
mit folgt:

' 24 24
o W=/aT l;dﬂ =/W ydd,

wo zur Abkiirzung
i ' Af=up
gesetzt ist.

Das betrachtete Flichenpaar o, ¢°, dessen correspon-
dirende Elemente entgegengesetzt gleiche Massen haben, und
dessen Gesammimasse daher stets = O 1st, wollen wir — mit
Helmholtz — eine Doppelschicht oder eine Doppelbelegung,

zu einander in einer Beziechung, die leicht niher angebbar ist. Wir
erhalten némlich aus (3.): »

(:¢=do’ :do.
Die Elemente do und de¢’ sind aber von denselben Normalen umbhiillt,
und verhalten sich daher zu einander wie R R, zu R, Ry, falls man
nimlich unter R,, R, die Hauptkriimmungsradien der Fliche o, anderer-
seits unter R,’, R,” diejenigen der Fliche o’ versteht. Somit folgt:

. §&: §' = Rlle' :RyR,,
d. i.
. 1 1
§$:8=1g5R "R'B

D. h. die absoluten Werthe der Dichiigkeiten verhalten sich zu einander
wie die Gauss'schen Krimmungsmaasse der beiden Flichen,
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und gleichzeitig das Product (7.) A{ = u das Moment dieser
Doppelbelegung nennen.

Beispiele. — Elektrische Doppelschichten treten bekannt-
lich auf bei der Berithrung heterogener Metalle. Noch ge-
liufiger vielleicht ist uns die Vorstellung magnetischer Doppel-
schichten. Denn wir wissen, dass ein geschlossener elektrischer
Strom durch eine magnetische Doppelbelegung der von ihm
begrenzten Fliche (der sogenannten Stromfliche) ersetzbar ist.

Als drittes Beispiel konnen endlich die Green’schen For-
meln dienen, — etwa die Formel (41.¢), S. 19. Dieselbe
lautet namlich:

3_
2wV, — f’~ﬂ’da+f

und zeigt also, dass 2@ V; als Differenz zweier Integrale aus-
driickbar ist. Von diesen beiden Integralen ist das eine das

Potential einer cinfachen Belegung (von der Dichtigkeit v,

das andere das Potential einer Doppelbelegung (vom Mqmente
V), wie letzteres durch einen Blick auf die Formel (6.) sofort
erkannt wird.

Analoges in der Ebene. — Ganz analoge Betrachtungen
lassen sich offenbar auch anstellen in der Ebene. Doch wollen

wir auf die betreffenden Formeln erst eingehen am Schluss
des folgenden §.

§ 2.
Fortsetzung. Transformation des Potentials.

Bezeichnen wir die Coordinatqn des Punctes z und des
Elementes do respective mit z, y, 2 und «, B, p, so ist:

B=@—a'+@y—8+(E—17)"

mithin:
B2 [e—alt...];
und hieraus folgt: '
95 )
E \ 0F 1 |[t—a dc
e ma—tm [T at
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wo 9 den Neigungswinkel
von E (do »> x) gegen
v vorstellt*)., — Somit
konnen wir die Formel
(6.) auch so schreiben:

W= j°;;,%da=- w(do) .-
Der hier mit (do), be-

zeichnete Ausdruck /
" cosd-des /
E /
repriisentirt offenbar die 4
scheinbare Grosse des Ele- ¥
mentes do fiir einen in x befindlichen Beobachter, — ab-

gesehen vom Vorzeichen. In der That ist dieser Ausdruck
(11.) gleich der genannten scheinbaren Grisse, dieselbe noch
multiplicirt mit einem Factor ¢=-41. Und zwar wird
¢=-+1 oder = — 1 sein, je nachdem cos & positiv oder
negativ, d. i. je nachdem & zwischen 0° . . . 90° oder zwischen
90°...180° liegt, d. i. je machdem der in x befindliche
Beobachter die positive oder megative Seite des Elementes do
vor Augen hat.

Bemerkung. — Wir haben vor wenig Augenblicken be-
merkt, dass der Ausdruck W als das Potential einer
elektrischen oder magnetischen Doppelschicht angesehen werden
darf. Aus der Formel (10.) aber geht hervor, dass diesem
Ausdruck W noch eine andere physikalische Bedeutung bei-
gelegt werden kann, Nehmen wir nidmlich an, die Fliche o
besitze an verschiedenen Stellen verschiedene Temperatur,
und es sei g das (von der Temperatur abhingende) Warme-
ausstrahlungs- Vermiogen der Fliche 6 an der Stelle des Elementes
do; alsdann reprisentirt W, abgesehen von einem constanten
Factor, diejenige Wirmemenge, welche einer in z befindlichen

¥) In der Figur ist wiederum die positive Seite der Fliche o (d. i.
die Seite der positiven Normale ») durch Schraffirung kenntlich gemacht.

10,

11,
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kleinen Kugel wihrend der Zeiteinheit von der Fliche zu-
gestrahlt wird; wie solches aus Formel (10.), auf Grund des
bekannten Fourwr schen Warmcausstrahlungs-Geselzes, sofort

zu erkennen 1ist.

Im Raum und in der Ebene. — Ganz analoge Be-
trachtungen lassen sich offenbar auch anstellen in der Ebene,
so dass wir, Alles zusammengefasst, zu folgenden Resultaten
gelangen:

Ist 6 cine gegebene Curve oder Fliche mit der positiven
Normale v, und ist auf 6 eine Doppelbelegung ausgebreitet
vom Momente. u, so besitzt das Potential dieser Doppelbelegung
auf einen beliebig gegebenen Punmct x den Werth:

1

3log— W i i
= = k4o, =) 5, wds,
" cosd.do eos# do
A
I
= [ u(do).. i —fy(dﬁ),

Hier*) bezeichnet E die Entfernuny des Punctes z vom Element
do, ferner & den Winkel der Linie E (do »— x) gegen die
Normale v; und demgemiiss reprisentirt der Ausdruck:

olo oL
s )z_c_os_«;} do _ 3E _cos& do _ aEd"
v v

die mit & multiplicirte scheinbare Grisse des Llementes do
fiir cinen in x befindlichen Beobachter, wobci ¢ = - 1 oder
= — 1 ist, je nachdem jener Beobachter die positive oder nega-
tive Seite des Elementes vor Augen hat. i
Dass die Formeln links und rechts unter Anwendung der
schon friiher festgesetzten Bezeichnungen (Seite 16):

h=1, h=2,

T = log 4, T=

1
E?

sich leicht zusammenziehen lassen, bedarf kaum der Be-
merkung.

*) Vgl. die vorhergehende Figur.



§ 3.
Fortsetzung. Ueber die Bestimmtheit der Potentialwerthe.*)

Wir wollen den Ausdruck (de6), in (12.b) einer nihern
Betrachtung unterwerfen, indem wir dabei beginnen mit dem
Fall der Ebene als dem einfacheren.

In der Ebene. — Sind «, § die beiden Endpuncte des
unendlich kleinen Curvenelementes do, so lassen sich durch
a, f unendlich viele Kreise legen, deren Mittelpuncte theils
auf die positive, theils auf die negative Seite von do fallen
werden. Da nun (d6), die mit 4 1 multiplicirte scheinbare
Grosse des Elementes d o fiir einen in z befindlichen Beobachter
vorstellt, so bleibt (d6), constant, sobald z lings einer solchen
Kreisperipherie fortschreitet**). Und hieraus folgt, dass (d6),
an der gemeinschaftlichen Stelle all’ dieser Kreisperipherien,
d. i. in do selber, unendlich viele Werthe hat.

Um genauer hierauf ein-
zugehen, benutzen wir die
Formel (21.b):

(@), = <52 de.

Ist (in nebenstehender Fi-
* gur) ¢ der Mittelpunct des
Elementes do, ferner v die
positive Normale von do,
und endlich 6zz einer der
vorhin genannten Kreise, so
wird offenbar:

(6x) = (67) cos ¥,
i

L = (67) cos &,

cosd 1

E T~ (67)° o
Lassen wir also x fortschreiten lings des genannten Kreises,
s0 bleibt die Function <22 constant, namlich gleich (ol—t , d.i.

mithin:

E

¥) Ich habe diesen etwas beschwerlichen § erst spiter eingeschaltet;
und der Leser wird wahrscheinlich gut thun, denselben zu Anfang zu

ilberschlagen.
**) Nach dem bekanuten Satz iiber die Gleichheit der Peripheriewinkel.
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gleich dem reciprokeh Durchmesser des Kreises. Ebenso wird
sie, wenn wir z lings des in der Figur angegebenen gr'o'ssern
Kreises fortschreiten lassen, den constanten Werth

);
gitzen. U. s. w.*¥)

Lassen wir also den variablen Punct x nach o (d. i. nach
dem Ort des gegebenen Elementes do) riicken, so wird der

Werth, mit welchem die Function %’ daselbst eintrifft,

wesentlich abhéingen von dem dabei benutzten Wege, und je
nach der Natur dieses Weges alle Abstufungen zwischen 0
und oo, sowie auch zwischen O und — oo darbieten konnen.
Nehmen wir z. B. zu solchen Wegen die von uns construirten
Kreislinien, so entsprechen die positiven Werthe O . . . oo
denjenigen Kreislinien, deren Mittelpuncte auf der positiven
Seite von do liegen, und die negativen ‘Werthe 0....—oo

*) Es wird angemessen sein, hier sogleich auf die analogen Ver-
hiiltnisse im Raume aufmerksam zu machen. Statt der Formel (13.)
@ (do)s = ©5° T do
haben wir [vgl. (12.b)] im Raume die Formel:

o) (o). = %2 do .

Und demgemiiss erhalten wir an Stelle des in unserer letzten Zeichnung
angedeuteten, durch die Gleichung

, cos &
(€') = Const.

dargestellten Kreissystemes, im Raume ein durch die Gleichung

c;%,i == Const.
ausgedriicktes I'lichensystem. Dieses System besteht nicht aus Kugel-
fliichen, sondern aus gewissen Flichen dritten Grades. Um dieselben
zu construiren, kann man etwa folgendermassen verfahren.

Man construire zuniéichst das in der letzten Figur angedeutete Kreis-
system, und verlingere alsdann jede Linie oz iliber # hinaus bis zu
einem Puncte y, so dass (6x) = (6y)®. In solcher Weise verwandelt
sich jeder aus Puncten & bestehende Kreis in eine gewisse aus Puncten
y bestehende Curve. Setzt man sodann dieses ganze Curvensystem um
seine Symmetrielinie 6zz’ in Rotation, so erhiilt man das durch die
Gleichung (®'.) reprisentirte Flichensystem.

(6. 38]
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denjenigen, deren Mittelpuncte auf der negativen Seite von
dae sich befinden.

All' diese Betrachtungen iiber die Function 9%,—2 (14.)

tibertragen sich sofort auf den Ausdruck (d¢), in (13.).

- Wenn wir bisher das Element do festgehalten und z
variirt haben, so wollen wir nun umgekehrt den Punct x fest-
halten, hingegen das Element do lings der gegebenen Curve
verschieben.

Es sei zs der kiirzeste Ab-
stand des Punctes von der L
Curve. Ferner sei 267 ein o
bei z rechtwinkliges Dreieck, 'y
dessen Hypotenuse 67 durch
die in ¢ auf der Curve er- % DN

richtete positive Normale dar- ~

& TR A !

gestellt wird, Alsdann ist: / ~... \‘,\,: \
(z6) = (67) cos P, [ P
d i
E = (o7) cos &,
mithin : ,
csd __ 1
E T (67)°

Lassen wir nun jenes rechtwinklige Dreieck x6r um z sich
drehen, wihrend die Ecke ¢ auf der Curve fortlduft, und die
Hypotenuse o7 bestindig durch die in 6 errichtete Normale

dargestellt bleibt, so erhalten wir fiir die Function co;zo die

aufeinander folgenden Werthe:

cosd 1 1 1 1

E o0 @O @T) am o
In dem Augenblick niimlich, wo ¢ iiber ¢’, 6” nach s ge-
langt, geht (67) iiber in (sx).

Die Werthe der Function &;}—8 sind, wie wir aus (16.)
erkennen, durchweg endlich, so lange der Punct z von der
Curve entfernt ist. Doch miissen wir befiirchten, dass diese

Endlichkeit verloren geht, sobald 2 in die Curve hineinfillt,

weil alsdann (sz) = 0, mithin = — oo wird. Eine ge-

1
(sz)

16.
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nauere Betrachtung wird indessen zeigen, dass diese Be-
fiirchtung unbegriindet ist.

Wir konnen nimlich, wenn z auf der Curve liegt (vgl.
die folgende Figur) genau dieselbe Construction wie friither
ausfithren, indem wir wiederum ein rechtwinkliges Dreieck

2ot (dessen Hypotenuse die in o errichtete Normale dar-
stellt) um z sich drehen lassen; und erhalten alsdann fiir

die Function co;aﬁ folgende Werthe:
cosd 1 1 i1 1
TE e @w e Do

Denn in dem Augenblick, wo ¢ iiber ¢’, ¢” nach z gelangt,
geht (67) iiber in den Durchmesser D des der-Curve im
Puncte z zugehdrigen Kriimmungskreises*). .

*) In der That wird, falls ¢” dem Puncte x unendlick nahe kommt,
die Linie 1" in den Durchmesser (nicht in den Radius) des Krimmungs-
kreises {ibergehen. Denn es ist zu beachten, dass ¢”¢” eine Normale
der Curve ist, xt”" aber nicht. Vielmehr ist 21" ein Perpendikel auf
der Sehne x¢”.

Es mag hier zugleich der analogen Betrachtungen im Raume ge-
dacht werden. Wir konnen uns dabei beschrinken auf einen Hawupt-
schnitt der gegebenen Fliche, d. h. auf eine Ebene, welche, falls &
von der Fliche entfernt ist, durch die Linie xs des kiirzesten Ab-
standes, und, falls x auf der Fliche liegt, durch die in 2 errichtete
Normale gelegt ist.

An Stelle der Funétion c_g;_o kommt im Kaume die Function C_ZT"&
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Mag also der Punct z ausserhald oder auf der Curve
liegen, immer werden die Werthe der Function co%’ durch-

weg endliche sew. Aus dieser Endlichkeit folgt, dass das

Integral
W, =Jy(d6)x =f°°-“’ pdo

im einen wie im andern Falle einen bestimmien endlichen
Werth hat, vorausgesetzt, dass die gegebene Function g iiberall
endlich ist. Und solches wird offenbar auch dann noch gelten,
wenn z in einem Endpunct der Curve liegt, oder auch in
einem Eckpunct derselben. Denn wir konnen den zweiten
Fall auf den ersten reduciren, indem wir die Curve in zwes
Curven zerlegen, welche mit ihren Endpuncten in der ge-
gebenen Ecke zusammenstossen *).

Aus jener Endlichkeit der Werthe von °°sa (17) folgt

ferner, dass man bei der Berechnung des Integrals (18.) fiir
einen auf der Curve gelegenen Punct z einen wunendlich
Zleinen Theil der Curve, z. B. denjenigen, welcher die un-
mittelbare Umgebung des Punctes reprisentirt, fortlassen darf,
ohne dabei einen andern als umendlich kleinén Fehler zu be-
gehen.

in Betracht. Fiir diese Function ergiebt sich nun in einem solchen
Hauptschnitt entweder die Werthenreihe

0_02_@—___1—_ _‘_—l-—_*_ 1
B = ez e’ @ @) GaE R

oder die Werthenreihe:

cos & 1 1 L .
B T (ex)(e7)’ (ex)e’c)’ DT’ )

nimlich die erstere, falls x von der Fliche entfernt, die letztere, falls
z auf der Fliche liegt. Dabei reprisentirt D den Durchmesser des
Krimmungskreises des Hauptschnittes im Puncte z.

*) Uebrigens haben wir bei all’ diesen Betrachtungen stillschweigend
vorausgesetzt, dass die Durchmesser D von Null verschieden sind, dass
also die gegebene Curve, abgesehen von einzelnen Ecken, dberall von
stetiger Kriimmung se,

18,



19.

128 . Viertes Capitel.

Resultate in der Ebene und im Raume. — Ganz ihn-
liche Betrachtungen?*) lassen sich im Raume anstellen, und
wir gelangen daher, Alles zusammengefasst, zu folgendem Satz:

Es sei ¢ eine beliebig gegebene Curve ofr Fliche, welche,
abgesehen von einzelnen Ecken, resp. Ecken und Kanten, einer
stetigen Kriimmung**) sich erfreut; ferner sei

W. = fu(do):
das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung, deren
Moment u diberall endlich ist. Alsdann wird dieses Poten-
tial in jedem gegebenen Punct x, einerlei ob derselbe von o
entfernt oder auf ¢ liegt, einen bestimmtien endlichen Werth
haben.

Liegt z auf 6, so kann man, ohne einen angebbaren
Fehler zu befiirchten, bei Berechnung des Integrals (19.) den-
Jjenigen unendlich kleinen Theil von 6, welcher die unmittelbare
Umgebung von x reprisentirt, vernachlissigen.

Wichtige Bemerkung. — Wir sehen in (16.) und (17.),
dass zwei derselben Function entsprungene Werthreihen des
gegenseitigen Zusammenhanges entbehren. In der That ist
es unmoglich, die Werthreihe (16.) durch ein allméhliges
Herandriicken des Punctes 2 an die Curve in die Werthreihe
(17.) tberzufiihren.: Denn bei einem solchen Herandriicken
wiirde (sz) in -0, mithin (:15)
gehen.

Da nun zwischen diesen Werthreihen (16.) und (17.)
kein stetiger Uebergang vorhanden ist, auf diesen Reihen
aber die Berechnung derjenigen Werthe fusst, welche das
Potential W (18.) respective in der Ndihe der Curve und auf
derselben besitzt, so steht zu vermuthen, dass zwischen diesen’
Potentialwerthen ebenfalls kein stetiger Uebergang vorhanden
sein werde. Analoges ist zu vermuthen im Raume. Und
diese Vermuthungen werden sich weiterhin bestitigen.

Um die Verschiedenheit der beiden Werthreihen (16.)
und (17.) noch deutlicher hervortreten zu lassen, mag das
Beispicl des Kreises dienen. — Ist die gegebene Curve dar-

in oo, nicht aber in 11) iiber-

*) Auf gewisse Unterschiede ist bereits hingewiesen durch die vor-
hergehenden Noten.
*+) Vgl. die letzte Note der vorhergehenden Seite.
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gestellt durch eine mit dem Radius A um ¢ beschriebene
Kreisperipherie (vgl. die Figur), so folgt aus dem Dreieck rz o
sofort: R? = E? 4 A? — 2 EA cos &, mithin:

Liegt z auf der Curve, so — -

wird R = A, so dass man also \
fiir diesen Fall die Formel er- AN
hislt: AN
cosd 1 A 1
E T 2A°
. \ \
“Wir sehen somit, dass jene A /4/ \
“Werthreihen (16.) und (17.), // Yz |
xesp. (21.) und (22.) sich zu P S {
€inander verhalten wie die ¢ - r/ L i
‘Werthe von R _!
L

Et /
zu denen von /

K, wo K, L Constanten sind.

: § 4

Einige geometrische Festsetzungen.

’

Das Winkelmaass. — KEs sei 6 eine gegebene Curve
oder Fliche mit festgesetzter positiver Seite, und s ein auf
6 gelegener Punct.

Die von s nach den Nachbar-: Die von s nach den Nachbar-
puncten der Curve ¢ hinlaufen- . puncten der Fliche o. hinlaufen-
den und tber dieselben hinaus ’ den und iiber dieselben hinaus
verlingerten Strahlen bilden | fortgesetzten Strahlen bilden
einen Winkel, durch welchen "einen Kegelmantel, durch welchen
eine mit dem Radius Eins um eine mit dem Radius Eins um
s beschriebene Kreislinic injs beschriebene Kugelfliche in
awei Theile zerlegt wird. Vonl|zwei Theile zerlegt wird. Von
diesen beiden Theilen mag der;diesen beiden Theilen mag der
auf der positiven Seite deri! auf der positiven Seite der
Curve liegende das Winkel-|Fliche liegende das Winkel-

Ncumann, Potential. 9
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maass der Curve im Pumcte simaass der Fliche im Puncte s
genannt, und mit @, bezeichnet | genannt, und mit @, bezeichnet
werden. | werden,

Ist z. B. 6 die Peripherie; Ist z. B. ¢ die Oberfliche
eines gleichseitigen Dreiecks, undl eines Wiirfels, und setzt man
setzt man als positive Seite die''als positive Seite die innere fest,
innere fest, so wird fiir jeden!so wird fiur jeden Punct s
Punet s !

20

W, =W oder = —

> — _5 _8
3 W = W oder = oder = i

2
sein, je nachdem der Punct s?:sein, je nachdem der Punct s
in einer Seite oder in einer Fcle: in einer Seite, oder in einer Kante,
des Dreiecks liegt. oder in einer Ecke des Wiirfels
. Iliegt. '

Das supplementare Winkelmaass. — Die mit @, durch

die Relation
W+ 8=

verbundene Grosse s, mag das Supplement des Winkelmaasses,
oder kiirzer das supplementare Winkelmaass genannt werden.

Bemerkung. — Aus diesen Definitionen geht hervor,
dass @, gewohnlich = @&, und ¢, gewdhnlich = 0 ist, und
dass Abweichungen von diesen gewihnlichen Werthen nur
dann stattfinden, wenn der Punct s in einer Kante oder
Ecke liegt.. Mit Riicksicht auf jene gewohnlichen Werthe sind
die Bezeichnungen @, und 4, gewihlt. Denn ebenso wie @,
an @ erinnert, ebenso soll ¢, an das griechische Wort xdév
(000év) d. i. an die Zahl O erinnern.¥)

§ 5.
Das Potential einer Doppelbelegung vom Momente Eins.**)

Betrachtung im Raume. — Eine geschlossene Fliche o,
deren innere Seite als positive festgesetzt ist, sei versehen
mit einer Doppelbelegung vom Momente

*) Man kann den Buchstaben 8 ein Omikron- Ypsilon oder kiirzer
ein Omikron nenmen, Letzteres ist nicht ganz richtig, empfiehlt sich
aber als das Bequemere.

**) Ich werde in diesem § stets voraussetzen, jene Doppelhelegung
vom Momente Eins sei ausgebreitet auf einer geschlossenen Curve oder
Fliache,
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p=1
Wir stellen uns die Aufgabe, das Potential dieser Doppel-
belegung auf einen beliebigen Punct 2:
W= W.=[(do).
nither zu untersuchen [vgl. 12.a, b, ¢)].
Bedienen ‘wir uns der-Bezeichnungen ¥, a, o, X, 1, j
und s, ¢ genau in demselben Sinne wie frither [Seite 31], so
sind drei Fille zu unterscheiden, je nachdem x = a oder

=1 oder = s ist; und es sind also der Reihe nach zu be-
rechnen die drei Werthe:

W, =f(d6)a:
W.‘ =f(d6).',
Wv =f(d6)s .
Erstens: Berechnung von W,. — Wir beschreiben

um den gegebenen Punct a eine Kugelfliche » vom Radius
Eins, theilen dieselbe in unendlich kleine Elemente, und
projiciren ein solches Element dx von a aus auf ¢. Die
dabei anzuwendenden Projectionsstrahlen treffen die -Fldche
¢ im Allgemeinen mehrmals, und zwar (weil « ausserhalb ¢
‘liegt) stets eine gerade Anzahl von Malen. Demgemiss sind
die sich ergebenden Projectionen des Elementes dx der Reihe
nach zu bezeichnen mit

de,, de,, dag, . . . .. dogy .

Ein in a befindlicher Beobachter hat die negative Seite von
da,, hingegen die positive von d 6, vor Augen, sodann wieder
die megative Seite von do,, u. s. w.*) Somit folgt [vgl.

(12.h)]:

d61)e = — dx,
(d62)a = + dx ]
(dds)a = — (l%,

........

Die Summe dieser 2n Grossen ist offenbar = 0, weil alle
sich paarweise zerstoren. Also:

#) Es ist niimlich wohl zu beachten, dass wir die ¢nnere Seite der
geschlossenen Fliiche ¢ als posttive, mithin ihre Hussere Seite als nega-
tive festgesetzt haben.

9*

25,
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(d61)a + (d6s3)a + (dO3)a + . . . .=0.

Denken wir uns diese Gleichung der Reihe nach hingeschrieben
fiir jedes dx, so erhalten wir durch Addition all’ dieser Glei-

chungen:
f(do)e =0,

wo linker Hand die ‘Summe simmitlicher (do), steht. Hier-
durch gewiunt die erste der Formeln (25.) die Gestalt:

W,=0.

Zweitens: Berechnung von W;. — Ist x eine mit
dem Radius Eins um ¢ beschriebene Kugelfliche, und pro-
jicirt man irgend ein Element dx dieser Kugelfliche von :
aus auf die gegebene Fliche 6, so erhdlt man eine ungerade
Anzahl von Projectionen:

do,, d6,, d6g, . . . . dGgn_1.

Ein in 4 befindlicher Beobachter hat offenbar die positive
Seite von da, vor Augen, die megative von de,, u. s. w.

Somit folgt :
(ddl)i = + dx ’ -
(dog) = —dx, .
(dos); = + dx,

Die Summe dieser 25 — 1 Grossen ist offenbar gleich der

ersten, d. i. = dx, weil alle iibrigen sich paarweise zer-
storen. Also:
(d6)i 4 (dog)i + (dos)i 4. .. . = dx.

Schreiben wir diese Gleichung der Reihe nach hin fiir jedes
Element dx, so erhalten wir durch Addition all’ dieser Glei-
chungen:
JS@oi==x, d i =2w,
also mit Riicksicht auf (25.):
W,=2w.
Drittens: Berechnung von W,. — Ziehen wir von

s aus Strahlen nach simmtlichen Nachbarpuncten, so erhalten
wir einen Kegelmantel, durch welchen eine mit dem Radius
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Eins um s beschriebene Kugelfliche » in zwei Calotten zer-
legt wird*):

*x=2% =o,+ Q@& — @,);
von diesen beiden Calotten @, und (2@ — @,) heisst die
erstere das Winkelmaass der gegebenen Fliche 6 im Puncte s
[vgl. (23.)].

"Denken wir uns vom Puncte s unendlich viele- Strahlen
auslaufend, nach allen moglichen Richtungen, so wird jeder
solcher Strahl eine der beiden Calotten treffen. — Trifft er
die Calotte @,, so wird er seinen Ursprung (d. i. sein erstes
unendlich kleines Element) im Gebiete § haben, und folglich
die gegebene Fliche ¢ eine ungerade Anzahl von Malen
durchbohren. Denn, da er in § entspringt, so gelangt er
nach einer Durchbohrung in das Gebiet %, nach zwei Durch-
bohrungen in das Gebiet §, u. s. w. Und er wird also,
weil er schliesslich im Gebiete 9 endigen (némlich zu einem
unendlich fernen Punct dieses Gebietes gelangen) muss, im
Ganzen eine ungerade Anzahl solcher Durchbohrungen auszu-
fiihren haben. — Trifft andererseits der von s ausgehende Strahl

~ die Calotte (2@ — @,), so wird er seinen Ursprung im Ge-
biete A haben, und folglich die Fliche ¢ eine gerade An-
zahl*¥*) von Malen durchbohren..
Denken wir uns also die um s beschriebene Kugelfliiche
% in unendlich kleine Elemente zerlegt, und bezeichnen wir
die Projectionen eines solchen Elementes dx auf die gegebene
Fliche ¢ der Reihe nach mit
de,, de,, do,, . . . .,
so ist die Anzahl dieser Projectionen ungerade oder gerade,
je nachdem dx der Calotte @, oder der Calotte 2@ — o,)
zugehdrt. Demgemiss erhalten wir fiir jedes zu @, ge-
horige dx:
(00, + (d02)s + (d0)s + - - - = dx,
hingegen fiir jedes zu (2@ — @,) gehdrige dx:
(de1)s + (dos)s + (d6s)s + - - - =0.

*) Selbstverstidndlich ist die Grenzcurve dieser beiden Calotten im
Allgemeinen eine Curve doppelter Kriimmung.

**) Hiofig ist diese Zahl = 0. Doch kann man leicht auch Beispiele
angeben, in denen sie = 2, oder =4, u, 8. w. ist,
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Denken wir uns diese Gleichungen (die eine resp. die andere)
gebildet fiir jedes Element dx, so erhalten wir durch Addition
all’ dieser Gleichungen:

J(d6), = (der Summe derjenigen dx, welche)

der Calotte @, angehdren
d. i

f (d 0'), = D,,
also mit Riicksicht auf (25.):
Wa = ;. .

Zusammenstellung der erhaltenen Formeln. —
Beachten wir, dass, nach (24.), @, = @ — &, ist, so konnen
wir die Formeln (25.), (26.), (27.), (28.) folgendermassen
schreiben :

W, = [(de). =0,
W = [(do); = 2w,
Wx =f(d6)o =WV ;=@ — 8sy

wo @, das Winkelmaass, und &, das supplementare Winkel-
maass der gegebenen Fliche ¢ im Puncte s bezeichnet.

Im Raum und in der Ebene. — Ganz analoge Resultate
werden offenbar in der Ebene sich ergeben.

Verstehen wir also, um Alles susammenzufassen, unter ¢
cine geschlossene Curve oder Fliche mit positiver innerer Seite,
und ferner unter

We = [(do).

das Potential einer auf & ausgebreiteten Doppelbelegung vom
Momente Eins, so gelten die Formeln:

Jda)a=0,

S[(do); =2w,

f(dd),=?3’_,=ﬁ' — 8,
wo @, das Winkelmaass und s, das supplementare Winkel-
maass der Curve oder Fliche 6 im Puncte s bezeichnet.

Ist die gegebene Curve oder Fliche ¢ iiberall stetig ge-
bogen, mithin frei von Ecken und Kanten, so wird &, iiberall
= 0 sein [vgl. Seite 129], wodurch die vorstehenden Formeln
die einfachere Gestalt gewinnen:
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f(d")a =0 )
f(d(’); = 257,
S(do), =w.

Hieraus erkennen wir, dass in dem genaunnten Specialfall die
Function W, = f(do), im Ganzen drei constante Werthe
hat, nimlich den constanten Werth O ausserhalb 6, den con-
stanten Werth @ auf o, und den constanten Werth 2@ inner-
halb o; so dass also diese Function beim Uebergange von
Aussen nach Innen zwei unmittelbar auf einander folgende
Spriinge erleidet, zuerst von O auf @, sodann von @ auf 2®.

Gehen wir nun iiber zu dem allgemeinen Fall, dass die
gegebene Curve oder Fliche ¢ nicht iiberall stetig gebogen,
sondern mit irgend welchen Ecken resp. Ecken und Kanten
behaftet ist, so wiederholt sich hier genau dasselbe wie in
jenem Specialfall; nur mit dem Unterschiede, dass die Function
W, = [(d6). in den Eck- und Kanten-Puncten nicht mehr
den Werth @, sondern gewisse andera Werthe besitzt. Be-
zeichnet némlich s einen solchen Eck- oder Kanten-Punect,
und &, das supplementare Winkelmaass von 6 in diesem Puncte,
so wird jene Function in s nicht mehr den Werth @, sondern
Werth @ — ¢, besitzen.

§ 6.
Das Potential einer Doppelbelegung von beliebigem Moment.*)
Die allgemeinen Eigenschaften eines solchen Potentials.

Betrachtung im Raum. — KEs sei ¢ eine geschlossene
Fliiche mit positiver innerer Seite; und auf ¢ sei eine Doppel-
belegung ausgebreitet, deren Moment u eine stetige Function
des Ortes auf ¢ ist. Wir stellen uns die Aufgabe, das Potential
dieser Doppelbelegung auf einen variablen Punct z:

w. =fl"(d6)t

nilier zu npntersuchen.

Offenbar wird dieses Potential in jedem Puncte @, und

*) Ich werde in diesem § voraussetzen, dass die zu betrachtende
Doppelbetegung auf ciner geschlossemen Curve oder Fliche ausgebreitet

ist, und dass ihr Moment auf dieser Curve oder Fliiche iiberall stetig sei.

. 32
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ebenso in jedem Puncte ¢ stefig sein.*) Fraglich aber ist
sein Verhalten in den Puncten s, und namentlich auch sein
Verhalten in zwei einander benachbarten Puncten s, a oder s, <.

Um hierauf niher einzugehen, markiren wir auf ¢ einen
beliebigen Punct s), und beschreiben um s, als Mittelpunct
eine Kugelfliche x von solcher Kleinheit, dass die stetige
Function g (32.) innerhalb % als constant angesehen werden
darf**), Bezeichnen wir diesen constanten Werth mit C, und
bezeichnen wir ferner den innerhalb von x gelegenen Theil
von 6 mit ¢’, den ausserhalb x befindlichen mit ¢”, so ist

nach (33.): .
W, '—"fl‘(d"’)z +fl"(d6 Dz s
also mit Riicksicht auf (34.):
W = Cf(do), + [u(do")s,

oder, falls wir die identische Gleichung

0=Cf(d6"). — Cf(ds").
W. = 0f (o). + [(& — O)(da")s;

wofiir zur Abkiirzung geschrieben werden mag:
W, = Cf(do). + F..

Hier bezeichnet alsdann F, das Potential einer nur auf ¢”
ausgebreiteten Doppelbelegung , also das Potential von Massen,
die ausserhalb x liegen. Folglich ist F, innerhalb » iiberall stetig. *

Aus (35.) folgt fiir « = a, ¢, s und mit Riicksicht auf
(31.) sofort =

hinzuaddiren:

\

W,=0 + F. ’

W, =2aC + F; ’

W, = (@ — )0+ Fy;
und hieraus f:)lgt weiter, wenn man die Coordinaten der
variablen Puncte a und ¢ respective mit x,, 4., 2, und z;, y;, 2
bezeichnet : '

*¥) Ich bezeichne die Puncte auf ¢ mit s, s, 8 u. 8. w., ferner
die Puncte ausserhald und innerhald o respective mit @ und ¢, und
halte dabei fest an den frither getroffenen Determinationen, vgl. S. 31.

*¥) Die Function p ist auf der Fliiche ¢ ausgebreitet. Wenn wir
daher vom Verhalten dieser Function innerhald » sprechen, so haben
wir dabei selbstverstindlich nur ihr Verhalten auf dem innerhalb x be-
findlichem Theil der Fldche ¢ im Auge.
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ow, oF, ow, oF, oW, oF,
EA A Tt TN Pl T
oW, oF; oW, oF; oW, oF,
ow — 0m’ oy, ~ oy’ on 0%
Beschrinken wir uns bei Anwendung dieser Formeln auf
solche Puncte a, ¢, s, die innerhalb x liegen, und fiir welche
die Function F (37.) also
stetig ist, so erkennen wir so-
fort, dass W im Puncte s dres
verschiedene Werthe hat. Denn
lassen wir in der ersten der
Formeln (38.) den Punct a
nach s riicken, so erhalten wir:
Wx = F, $)
und lassen wir in der sweiten i nach s riicken, so folgt:
W,=2w0C+4 F,;
wiithrend endlich die dritfe wiederum einen anderu Werth liefert:
W,=(@ — 8)C+ F,.
Wollen wir nun (was durchaus nothwendig ist) zwischen diesen
drei Werthen unterscheiden, so werden wir die beiden ersten
als Grenzwerthe der Functionen W, und W;, d. i. als die-
Jenigen Werthe bezeichnen, welche diese Functionen annehmen,
sobald die Puncte @ und ¢ dem Puncte s unendlich nahe
riicken. Und andererseits werden wir den dritten Werth als
den directen, d. i. als denjenigen Werth bezeichnen konnen,
welcher sich ergiebt, sobald man (ohne Vermittelung der
Puncte a, ) das Potential W direct fiir den Punct s bildet.
Benutzen wir fiir jene Grenzwerthe die Symbole W,, und
W:,, hingegen fiir diesen directen Werth kurzweg das Symbol
W,, so wird also:
Wa: = E )
W, =2«%C+ F,, 40.
W, =@ —s,)C+ F,;
woraus durch Subtraction folgt:
Woo — W, =14, —wC,
Wi — W,=sC+aC. o
Nun haben wir unter C den coustanten Werth der stetigen

39,




43.

4.
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Function g innerhalb x verstanden. Folglich ist: C = p,,
oder auch: C =y, [vgl. die vorhergehende Figur]. Sub-
stituiren wir den Werth C = p, in die letzte der Formeln
(40.), so erhalten wir:
W, + su, = F, 4 o,
und hieraus, folgt, dass dic Function
W, + s.u.,

ebenso wie g, (32.) und F, (37.), innerhalb x stetig ist.

Substituiren wir ferner den Werth C = y, in die Formel
(41.), so folgt: .
Was == (Wg + 30!".1) - '&TM;,
Wi, = (W, + s,8.) + T ,;
wodurch die Bezichungen der Grenzwerthe W,,, Wi, zum
directen Werth W, dargelegt sind™®).

F, (87.) reprisentirt das von irgend welchen ausserhalb
% gelegenen Massen auf den variablen Punct z oder z, v, 2

ausgeiibte Potential. Folglich sind F, 37F ) %‘ , %5‘ innerhalb

% iiberall stetig. Und hieraus folgt mit Hinblick auf (39.),
dass die Ableitungen %};’f, by, 95, und %%, %—3—?, %21:
unter einander identisch werden, sobald man die Puncte a
und ¢ nach s riicken lisst [vgl. die vorhergehende Figur].
Es sind also — um den Satz kiirzer auszudriicken — die Grens-
ow ow, oW,
werthe von - -

ox, ' 0y, ' 05,
oW, oW, oW,
ox; > 0y,’ 0¢
kommt: Bezeichnet p eine belichig gegebene Richtung, so sind

ebensogross wie die Grenz-

werthe von . Oﬂer, was auf dasselbe hinaus-

«

. ’ bj oW, . . .
die Grenzwrrthe von 7 und _b‘T‘ unter esnander identisch.

Die eben gemachten Bemerkungen (43.), (44.), (45.) be-
ziehen sich auf das Innere der Kugel x, und werden daher,
weil der Mittelpunct von x auf der gegebenen Fliche ¢ ganz
beliebiy gewihlt war, giiltig sein fiir alle Stellen dieser Fliche.
Somit gelangen wir zu folgenden Resultaten:

¥) Bei all’ diesen Formeln ist es zweckmiissig, zu Anfang stets den
Fall sich zu denken, dass die gegebene Fliche ¢ ohne Ecken und
Kanten ist. Denn alsdann sind die Grossen &, (vgl. Seite 130) siimmtlich
Null, wodurch die Formeln sich bedeutend véreinfachen.
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Erstens. Die Werthe W, 4 &,u, sind auf der gegebenen
Fliche o ilberall stetig. _
Zweitens. Die Werthe W, bilden ein stetig zusammen-

hingendes System, dessen Grenzwerthe' W,, mit den directen |

Werthen W, durch die Relation verbunden sind:

Waa = (Wa + 30“0) — Ty .
Drittens. Die Werthe W, bilden ein stetiges System,
dessen Grenzwerthe W;, mit den W, verkniipft sind durch
die Relation: '

- W= (W, + s,p,) + T
so dass also beildufig bemerkt, W, — W,, = 2@y, ist.
Viertens. Bezeichnet p eine beliebig gegebene Richtung,

oW, .
¢ und —— unter einander

so sind die Grenzwerthe von TR 9P

identisch.

Im Raum und in der Ebene. — Ganz analoge Sitze
werden, wie leicht zu iibersehen, in der Ebene sich ergeben.
Und wir gelangen daher, Alles zusammengefasst, zu folgen-
dem Resultat:

Bezeichnet 6 eine geschlossene Curve oder Fliche mit
_positiver innerer Seite, und denkt man sich auf o eine Doppel-
belegung ausgebreitet, deren Moment p diberall stetiy ist, so
wird das von dieser Doppelbelegung auf einen variablen Punct
z ausgeubte Potential:

W, = f u(do),
folgende FEigenschaften haben. )
Erste Eigenschaft: Die von s abhingende Function:
Ws + 8slls e
ist auf o iberall stetig.

Zweite Eigenschaft: Die Werthe W, bilden ein stetzg
wmusammenhdngendes System, dessen Grenzwerthe W,, mit den
directen- Werthen W, durch die Relation verkniipft sind:

Wa: = (Wc + 8.’!"«) —TY,.

Dritte Eigenschaft: Die Werthe W; bilden ein stetiges
System ,; dessen Grenzwerthe W;, mit den directen Werthen W,
durch die Relation verbunden sind:

Wi = (Wi + sitts) + T

47,

48. a

8.8
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Vierte Eigenschaft: Bezeichnet p eine belicbig gegebene
Richtung, so sind die Grenswerthe von %v—;;“ und %‘% unter
einander identisch, was angedeutet werden mag durch die Formel:

» aWaa aWi:
op T op

Bequemere Bezeichnung. — Wir haben die W,, und
Wis als Grenzwerthe der W, und W, andererseits die W,
als die directen Werthe bezeichnet. Doch wird es in Zukunft
hdufig bequemer sein, einer andern Ausdrucksweise uns zu be-
dienen, indem wir die W,, als solche Werthe bezeichnen,

welche auf der dussern Seite von o, die W;, als solche, die

auf der innern Seite von 6, und endlich die W, als solche,
die geradesu auf o sich beﬁnden

Diese Unterscheidungen in (48. &) diirften im ersten Augen-
blick eben so befremdlich erscheinen, wie eiwa jene bekannten
Dirichlet’'schen Unterscheidungen zwischen x4 0, z—0
und z selber. Doch diirften sie, ebenso wie jene, durch die
aus ihnen fiir die Ausdrucksweise entspringenden Vortheile
gerechtfertigt sein.

Bemerkung. — Aus den vorstehenden Formeln folgt sofort:

W, — Way = (@ — 85) s
W — W, =@ + &),
. ms - Was =2 wl"a

Das Potential W erleidet also [wie aus (48. &) folgt] bei
Ueberschreitung von ¢ einen plotelichen Zuwachs, welcher
gleich ist dem Moment der Doppelbelegung, multiplicirt mit
2@. Und dieser plotzliche Zuwachs besteht bei genauerer
Betrachtung [wie aus (48.§, 7) folgt] aus zweien, die kurz
hintereinander erfolgen, der eine beim Uebergang von Aussen
nach der Grenze, d. i. nach 6, der andere beim Uebergang-
von hier nach Innen.

Diese beiden letzteren Zuwiichse werden [wie ebenfalls
aus (48.§, n) ersichtlich] von gleicher Grosse, ndmlich jeder .
= @y, sein, sobald die gegebene Curve oder Fliche aun der
betrachteten Stelle eine stetige Biegung besitzt.

8chlussbemerkung. — Die Zuverlissigkeit der von uns auf-
gestellten Eigenschaften (48.«, §, y, d) ist leider beeintriichtigt

’
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durch die von uns gemachte Annahme, dass g auf einem sehr
kleinen Theil der Curve oder Fliche o als constant angesehen
werden diirfe. Wir werden daher in § 8 und § 9 fiir jene
Eigenschaften eine strengere Begriindung zu geben versuchen.

8 7.

Betrachtung einer ungeschlossenen Curve oder Fliche.

Im Raume. — Denkt man sich die bisher betrachtete
geschlossene Fliche 6 durch irgend welche Curve in zwei
Theile zerlegt:

6=06 40",
so zerfallt das Potfential (47.) in zwei entsprechende Theile:
W,= W. + W,". '

Fiir alle Puncte =, die auf ¢’ oder in wummittelbarer Niihe
von ¢’ liegen, und vom Rande dieses Flichentheils ¢’ ent-
fernt sind, wird offenbar W,” stetig, also das Verhalten von
W, identisch mit dem von W, sein. Unsere allgemeinen
Eigenschaften (48. «, 8, ¢, 0) iibertragen sich also unmittelbar
auf 6’ und W/, unter der Voraussetzung, dass die betrachteten
Puncte z vom Rande des Flichentheils ¢” durch irgend welche
wenn auch noch so kleine Entfernungen getrennt bleiben.

Im Raum und in der Ebene. — Analoges gilt in der
Ebene; und wir gelangen daher schliesslich zu folgendem
. Resultat: '

Die allgemeinen Eigenschaften (48. e, B, v, 8) gelten auch
fiir eine ungeschlossene Curve oder Fliche, — abgeschen
von Ssolchen Puncten, die hart an den Endpunctien der
Curve, resp. hart am Rande der Fliche gelegen sind.

§ 8.
Einige Hiilfssitze.*)

Erster Hiilfssatz. — Ausserhalb einer gegebenen Kugel-
fliche vom Radius o und Centrum s mdigen zwei variable

*) Diese Hiilfsséitze sind erforderlich, um im folgenden § einen
sirengeren Beweis der allgemeinen Eigenschaften (48.«, § . . .) geben
zu kdnnen, ’

48.¢

49,
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Puncte z, z, mit den Centraldistanzen r, r, gedacht werden,
welche bestindig ausserhalb der Kugelfliche zu bleiben ge-
zwungen sind. Alsdann finden fiir jede beliebige vom Centrum
s ausgehende Richtung R und fir jede beliebige positive
ganze Zahl m die Formeln statt:

abs (cos (r, R) — ~cos (ry, R)) < (xm

1 1 m(a:m)
abs (;7 - ;m) < m-l—: b}
abs (cos (r, B) _ cos(ry, R)) < (m 4+ 1) (zz,)

b
P r‘m 9m+x

wo (wz,) die gegenseilige Entfemung der Puncte z, %, be-
zeichnet.

Die variablen Puncte z, x, sollen stets ausserhalb der
Kugelfliche bleiben. Folglich unterliegen ihre Centraldistanzen

r, r, den Bedingungen:
r >0, . —;— , |
>0, ;1‘ £ \
Beweis der Formel (50.e).

Um die Differenz

A = cos (r, R) — cos (r,, R)

zu untersuchen, bezeichnen wir

’B]- lb}v-

die Puncte, in denen die ge- ' /
gebene um s beschriebene Kugel- . f
fliche von den Strahlen r, », ge-

troffen wird, mit §, &,, und ferner i
die Halbirungslinie des Winkels z,

r, r, mit h (vgl. die Figur). Als- h
dann folgt durch Construction auf der Kugelfliche*) sofort:

cos (r, R) = cos (r, h) cos (R, h) 4+ sin (r, k) sin (R, k) cos ¢,
cos (r,, R) = cos (r, k) cos (R, h) — sin (r, k) sin (I, k) cos ¢,
wo & den Nelgungswmkel der Ebene . gegen die Ebene RA

“) Man wird diese sphitrische Figur, welche hier nicht gezeichnet
1st sich sofort vorstellen k&nnen.
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bezeichnet. Hieraus folgt durch Subtraction und mit Hinblick
auf (52.):.

) A = 2 sin (r, k) sin (R, k) cos ¢,
folglich :
L abs A < 2 - abs sin (v, 1),
.1 ‘

abs A < 2 '}(EEI)

d i

abs A < —-(gf') s

oder, weil die Entfernung (£,) offenbar kleiner als (zz,) ist:
abs A < (—x—:f‘—)—

)
w. z. b. w,

Beweis der Formel (50.8). — Wir bezeichnen die zu

untersuchende Differenz wiederum mit A, und setzen also
diesmal:

1 1
A= o~ . n
. 1
Hierans folgt:
. ’.,!jll — rﬂl
()™ ’ )
_{' _ ,r) (r 1y nt—72r+rzrl—3’,_.-:—.—. :l:!.i‘n— 1)
(r r)l)l
=(,. _,.) + 1 + +_1_ .
! 4 1”' rerml "“‘3 r™r

Xenken wir uns [vgl. die vorhergehende Figur] durch den

¥Punct # eine mit der gegebenen concentrische Kugelfliche
Kelegt, so repriisentirt offenbar r, — » den kiirzesten Ab-

Stand des (andern) Punctes z, von dieser Kugelfliche. Folg-

Lich ist: 7, — r < (x=,); oder, falls wir uns genauer und in
allgemein giiltiger Weise ausdriicken wollen:

abs (r, = r) < (z%,).
Achten wir hierauf, und beachten wir ferner, dass [nach (51.)]
7 und -— klemer als ~- sind, so folgt aus (53.) sofort:
abs A < (z=)-

m+1 b4
w.z. h. w,
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Beweis der Formel (50.y). — Die gegenwirtig zu
untersuchende Differenz:
A — cos (r, R) __cos(n, R)

M m
T ry

kann offenbar auch so geschrieben werden:

A= B —cos(r, B) | (;*_ .1 ) cos (), R).

N " m
ki 7y

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (51.):
abs (cos (r, By — cos (r,, R)) 1 1
abs A < ! -—+abs(—m— )

b
m 7 r‘TIL

also mit Riicksicht auf die schon bewiesenen Formeln (50.«, g):
abs A < Efﬁ’z + ";ﬁc—l‘);
w. z. b. w.
Zweiter Hillfssatz. — Ist do ein gegebemes Curven- oder
Flichenelement, und sind x, x, irgend zwei Puncte, deren Ent-
fernungen von jenem Element grosser als o sind, so ist:

abs ((d0), — (do);,) < ﬁ’i";:’_‘)_;(lﬁz_.) do

wo (zx,) die gegenseitige Entfernung der genannten beiden Puncte
vorstellt. — Selbstverstindlich soll /i die frither (Seite 16)
eingefiihrte Zahl bezeichnen, welche = 1 ist bei Betrachtungen
in der Ebene, = 2 bei Betrachtungen im Raume.

Beweis. — Bekanntlich ist [vgl. (12, b, c), Seite 122]:

(dq)z = co8 (f_;‘_)__‘i'{ )

wo 7, r, die Entfernungen der Puncte z, z, vom Element d o,
und v die Normale dieses Elementes.bezeichnen. Somit folgt:

v ( v cos (r [y )
(d6)y — (d0)y = (°°“ ny el ”—) de.

rh 7,

Da nun nach unserer Voraussetzung 7 und r, grosser als ¢
sein sollen, die Puncte z, z, also gezwungen sind, ausser-
halb einer um do¢ mit dem Radius ¢ beschriebenen Kugel-
fliche zu bleiben, so folgt mit Riicksicht auf den friiheren
Hiilfssatz (50. ») sofort:
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abs ((d0). — (d0),) < "'+1)<wwn o
w. z. b. w.

Dritter Hiilfssatz. — Es sei 6 eine gegebene Curve oder
Fliche, und s ein auf o gelegener fester Pumct®). Denkt
man sich nun auf 6 eine stetige Fumction p ausgebreitet,
und beseichnet man den Werth dieser Function in jenem festen
Punct s mit p,, so wird die von dem variablen Punct z ab-
hingende Fumction

Q= fu(do), — . f(do).
im Bereich von s stetig sein.

Bezeichnet nimlich ¢ einen belicbig gegebenen Kleimheits-
grad, so wird sich um s als Mittelpunct stets eine Kreislinie
oder Kugelfliche von solcher Kleinheit beschreiben lassen, dass
fiir alle innerhalb dieser Kreislinie oder Kugelfliche gelegenen
Puncte z die Formel stattfindet:

abs (0 — Q) < &.
Dabei sind unter ,,allen* innerhalb der Kreislinie oder Kugel-
fliiche gelegenen Puncten 2 sowoll diejenigen zu verstehen,
welche auf o, als auch diejenigen, welche nicht auf ¢ liegen.

Beweis im Raume. — Bezeichnet d¢ ein Element der
gegebenen Fliche 6, und bildet man die Integrale:
JSde =0,
[@o). =0,

fabs (d6); = V¥,,
so repriisentirt C' eine der Fliche zugehorige Constante (ihren
sogenannten Flicheninhalt), wihrend ®,, ¥, Functionen des
variablen Punctes « sind. Setzen wir nun (wie immer) voraus,
dass die gegebene Kliche von endlicher Ausdehnung, und ab-
gesehen von einzelnen Ecken und Kanten von stefiger Biegung
sei, so werden ®,, ¥, fiir alle denkbaren Lagen des Punctes
x endliche Werthe haben. Bezeichnen wir also z. B. den
Maximalwerth der Function ¥, mit M:

*) Der feste Punct s soll auf der Curve oder Fliche ¢ eine ganz
beliebige Lage haben, und kann also, falls ¢ ungeschlossen ist, auch
in einem Endpunct der Curve, resp. am Rande der Fliche liegen. In
der That ist der vorstehende Satz fiir solche Fille ohne Weiteres giltig,
wie aus dem nachfolgenden Beweise erhellen wird.

Neumann, Potential. 10

57.
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[ abs (do). =¥, < M,
so wird M eine der gegebenen Fliche eigenthiimliche Con-
stante von endlichem Werthe vorstellen.
Reprisentirt « irgend einen Theil der gegebenen Fliche
¢, so folgt aus (57.), (68.) sofort:
Jae <0,
J abs (de). < M,

die Integration ausgedehnt gedacht iber alle Elemente de«
des Theiles «.

Solches vorangeschickt, wenden wir uns nun zu der zu
untersuchenden Differenz: Q, — Q,. Nach (56.) ist:

Q. = fu(do). — wf(do).,

oder, falls man den Werth von g im Elemente d¢ genauer
mit w, bezeichnet:

Q. =S 1s(d0): — o S (d0)a
d. i Q = [(uo — ) (d6): .

Hieraus ergiebt sich, falls man 2 in den gegebenen festen
Punct s hineinfallen lidsst:

Q, =f(l"d — ) (do),,
folglich: Q, — Q= [ (s — ps) ((d0), — (do);) .
Um das Verhalten dieser Differenz im Bereich des Punctes s

zu untersuchen, bedarf es nun mehrerer aufeinander folgender
Operationen.

Wir beschreiben zunéichst um s als Mittelpunct eine kleine
Kugelfliche
(4).

Hierdurch zerféllt die Fliche o in einen Theil «, der inner-
halb (4), und in einen Theil B, der ausserhalb (A4) liegt;
und dem entsprechend zerfillt das Integral (60.) ebenfalls in
zwei Theile: '

Q — Q=4d.+ Jy,

Ja =f(llru - ll'a) ((da)x - (da)') )
Iy = J (s — 1) (@)= — (dB).);
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_das eine erstreckt sich iiber alle Elemente de des Theiles «,
das andere iiber alle Elemente df des Theiles f*).
Aus (62.) folgt sofort:

abs J, < fabs (g — ,) - abs ((de). — (de),),
also a fortiori:
abs Jo < G [ abs ((de); — (de),),

wo G den grossten Werth von abs (g — w,) bezeichnet. Aus
der letzten Formel folgt weiter:

abs J. < @ [ (abs (da), + abs (da),),
also mit Riicksicht auf (59.):
abs J, < 2G M.

Die Function g ist nach unserer Voraussetzung [vgl. den
Satz (56.)] eine stetige. Ihre Werthe auf dem innerhalb der
Kugelfliche (4) gelegenen Flichentheile a sind mit u,, und
ihr Werth im Centrum s der Kugel (4) mit u, bezeichnet.
Durch Verkleinerung der Kugelfliche (A) konnen wir daher
das Maximum G des Ausdruckes abs (g, — g,) beliebig klein
machen, also nach (63.) auch abs J, unter einen beliebig ge-
gebenen Kleinheitsgrad e hinabdriicken; — und zwar ohne
dabei die Lage des variablen Punctes x irgendwie au beschrinken.

Solches ausgefiihrt gedacht, lassen wir jetzt die Kugel-
fliche (4) und die durch sie determinirten Theile &,  er-
starren**), und gehen iiber zur Betrachtung von J3. — Nach
(62.) ist:

abs Js < [ abs (g — ) - abs ((dB)x — (dB)),
also a fortior:: :

. abs Jp < G'fabs ((@p). — (dB),),

wo G’ den grossten Werth von abs (ug — g,) vorstellt.
Denken wir uns nun' gegenwiirtig den Punct z eingeschlossen
in eine mit (4) concentrische, aber noch kleinere Kugel

*) Ebenso wie in (60.) der Werth der Function g im Elemente do
mit g, bezeichnet ist, ebenso sind in (62) ihre Werthe in den Ele-
menten da und df resp. mit u, und w,; benannt,

**) Von diesem Augenblick an, wo die Operation (64.) vollendet ist,
goll mithin der Radius der Kugelfliche (4) bei unseren weiteren Be-
trachtungen constant bleiben; desgleichen also auch « und §.

10%

63.

65,
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(a),
so ist nach unserm Hiilfssatz (55.):
h-41
sbs (4B): — (@A) < IR a8,
wo h =2 ist, wihrend
A, a die Radien der beiden
Kugeiflichen (4), (a) vor-
stellen*). Somit erhalten
wir aus (66.):

absd, <G'(h+'))§fj) fap.

Es ist aber: fdf < [do,
mithin nach (57.):

fdg<C.
Auch ist (zs) < a, weil der Punct # in die Kugelfliche ()
eingeschlossen wurde. Somit folgt:

, (h4+1a
abs Jlg < CG (_A — a)h_ﬁ' .

Hier sind die Zahlen %, C ihrer Natur nach unverinderlich.
Gleiches gilt aber auch von den Zahlen A, G’, weil wir die
Kugelfliche (4) und die durch sie bestimmten Theile e, g
schon lange haben erstarren lassen [vgl. (65.)). Hingegen ist
der Radius a der Kkleinern Kugelfiiche (a), in welche der
Punct z eingeschlossen wurde, noch verdnderlich. Und durch
Verkleinerung dieses Radius a kionnen wir offenbar, wie aus
(70.) ersichtlich, den Werth von abs Jg beliebig klein machen
2. B. kleiner als } e.

Solches ausgefiihrt, ist alsdann fiir jedweden mnerhalb
der Kugel (a) gelegenen Punct z:

abs J, < }¢&, nach (64.),
und glelchzeltlg auch:

#) Die Puncte z, s liegen niimlich innerhalb der kleinen Kugel (a),
withrend simmtliche Elemente df [vgl. (65.)] ausserhaldb der grossen
Kugel (A4) sich befinden. Folglich sind die Entfernungen jener Puncte
x, 8 von irgend einem Klement df nothwendig grosser als die Diffe-
renz der Radien der beiden Kugeln, d. i. grdsser als (4 — a).
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abs Jg < %¢&, nach (71.);
abs (J. 4+ Jp) < ¢,
abs (R — Q) < ¢&;

und folglich:
d. i. nach (62.):

w. z. b. W.

Beweis in der Ebenme. — Dieser ist offenbar vollig
analog. Sogar die Formeln sind genau dieselben wie im
Raume, .nur mit dem Unterschiede, dass die in (68.), (69.),
(70.) auftretende Zahl 2 in der Ebene nicht mehr = 2, son-
dern =1 ist.

§ 9.
Strengerer Beweis fiir die allgemeinen Eigenschaften des
Potentials einer Doppelbelegung.

Da die fiir diese allgemeinen Eigenschaften (48. e, g, y, 9)
gegebene Begriindung keine unbedingt zuverlissige war [vgl.
die Schlussbemerkung, Seite 140], so wollen wir gegenwiirtig
ein strengeres Verfahren einzuschlagen versuchen.

Es sei ebenso wie damals ¢ eine geschlossene Curve oder
Fliche mit positiver innerer Seite, und u das Moment einer
auf o ausgebreiteten Doppelbelegung, endlich

W, — fu(do).
das Potential dieser Doppelbelegung auf einen variablen Punct
z. Auch sei, ebenso wie damals, vorausgesetzt, dass u auf
o iiberall stetig ist. '

Bezeichnet man irgend welche auf ¢ gelegenen Puncte
mit s, s, . . ., ferner die Puncte ausserhalb und innerhalb
6 respective mit @, a,, . . . und ¢, 7, . . ., so ist®) nach
bekanntem Satz [Seite 134]:

J@o)s=0,

S (do) =2,

f(do’), =T — 8,
. f(do’),l =T — &,.

*) Es sollen die Bezeichnungen @, @y, . . ., %, %5, . . ., &, 8, . . .
genau in dem Sinne gebraucht werden, der friiher (Seite 31) festgesetat
wurde.

72,

8.

74.

75.
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Solches vorangeschickt, markiren wir auf ¢ einen be-
liebigen Punct s, und bilden den von s und z abhiingeiiden

Ausdruck:
Q. = O = [u(do). — . f(d6)e,

welcher mit Riicksicht auf (73.) auch so geschriehen werden
kann:

Q= = W, — uf(do),.

Hieraus folgt fiir £ = a, ¢, s, s, und mit Riicksicht auf (75.)
sofort:

Q=W,,
Qi = .Wi—"2wl"a;
Q, = W, + Yslly — D U,,

Q"‘ = W’L+ 83:“" - w”’-‘ 1]
wo die letzte Formel offenbar auch so geschrieben werden kann:
8"‘ (l"’x - y") + Qh = Wa‘ + 83‘”’3‘ -_ '(B'[t, .
Vermittelst dieser Formeln wird es nun leicht sein, unser
Ziel zu erreichen.

Beweis der- ersten Eigenschaft (48.a). — Diese Elgen-
schaft betrifft die auf ¢ ausgebreitete Function:

f; == W; + Sslhs
und besteht in dem Satz, dass diese Function auf ¢ iberall
stetig set.
Nun folgt aber durch Subtraction der Formeln (80.),
(81.) sofort:

8 (o, — ) + (R, — ) =fi, — .

- Die beiden Differenzen linker Hand konnen durch Annéherung

von s, an s beliebig klein gemacht werden, wie theils aus der
vorausgesetzten Stetigkeit von g (74.), theils aus der Be-
schaffenheit des Ausdruckes Q [Hiilfssatz (56.)] hervorgeht.
Gleiches gilt daher “auch von der Differenz ‘rechter Hand;
w. z. b. w.

Beweis der zweiten Eigenschaft (48. 8). — Denken wir
uns auf und ausserhalb ¢ eine Function ¢ ausgebreitet, ent-
sprechend den Formeln:

o = (W, + s,u,) — @ u,,
9 = Wa;
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alsdaun besteht jene zweite Eigenschaft in dem Satz, dass
diese Function @ uberall stetig sei, also stelig sei fiir sdmmi-
liche Punmcte s, a.

Soll dieser Satz richtig sein, so miissen die Differenzen

A" =@, — @,

A" =g, —q,

A" = Qo — Ps
unendlich klein werden, sobald man resp. ¢, dem a, s, dem
s, und @ dem s sich néihern lisst.

Dass die Differenz A’ dieser Anforderung entspricht,
folgt unmittelbar aus der Definition von ¢,. Denn dieses
@, ist nach (82. §) identisch mit W,, und repriisentirt also
das Potential einer gewissen auf ¢ ausgebreiteten Belegung auf

den variablen Punct a.
Ferner entspricht die Differenz A” ebenfalls der ge-

nannten Anforderung. Denn aus (82. e, §) folgt sofort:
Qs =fs — Tl

und wir wissen bereits, dass u‘ und f; stetiy sind, vgl. (74.)

und (82, e).

Was endlich die Differenz A" betrifft, so nehmen die '

Formeln (78.) und (80.) mit Riicksicht auf (82.8) folgende
Gestalt an:
Qa = @,
fol Q, = @,,
woraus folgt:
gt V Qa_“'Qa=‘Pa_an-A
" Nach unserm Hiilfssatz (56.) kann nun aber die linke Seite
dieser Formel durch Anndherung von @ an s beliebig klein
gemacht werden; und Gleiches gilt daher auch von der rechten
Seite. '
W. z. b, w. :
Beweis der dritten Eigenschaft (48.y). — Denken wir
uns auf und dnnerhald 6 eine Function y ausgebreitet, ent-
sprechend den Formeln: '

V= (Wi + 8spts) + T pts,
v = Wi; '
80 besteht jene dritte Eigenschaft in dem Satz, dass diese

82.y
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Function ¥ diberall stetig sei, also stetig sei fiir simmiliche
Puncte s, 1.
Soll dieser Satz richtig sein, so miissen die Differenzen

e, =¢|‘l'—¢i,
e” =¢'a,—¢";
0" =¥ — v,

unendlich klein werden, sobald man ¢, dem 3, s, dem s, und
¢ dem s.sich ndhern lasst.

Dass die Differenz ©’ dieser Anforderung entspricht,
folgt unmittelbar aus der Definition. von ;. Denn dieses
¥; ist nach (82.y) identisch mit W;, und reprisentirt also
das Potential einer gewissen auf ¢ vorhandenen Massenbelegung
auf den variablen Punct <.

Die Differenz ©” entspricht ebenfalls der genannten An-
forderung. Denn nach (82.«, p) ist:

CYs=fi+ Tp; ;
und wir wissen bereits, dass f, und g, stetig sind, vgl. (74.)
und (82.a).

Was endlich die Differenz ©” betrifft, so nehmen - die
Formeln (79.), (80.) mit Riicksicht auf (82.8) folgende Ge-
stalt an: )

Qs' =.¢i - 2“!‘3;

Q= 9, — 2“!‘:;
woraus folgt: .
Qi_Qs’:'/’i—‘"pu
Nach unserm Hiilfssatz (56.) kann aber die linke Seite dieser
Formel durch Anniherung von ¢ an s beliebig klein gemacht
werden; und Gleiches gilt daher auch von der rechten Seite. -

W. z. b w.

Bemerkung. Man kann die eben besprochenen drei Eigen-
schaften noch weiter verschirfen, indem man sagt:

Ist die gegebene Function u auf der gegebenen Curve oder
Fliche 6 gleichmdissig stetig, so haben die in (82.e, B, y)
genannten Functionen f, @, ¥ analoge Eigenschaften. Es
wird ndmlich alsdann [ gleichmdssig stetig sein fiir die
Gesammtheit der Puncte s, fermer @ gleichmdssig stetig
sein fir die Gesammtheit der Puncte s, a, endlich ¥ gleich~
massig stetig sewn fir die Gesammiheit der Pumcle s, 1.
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In der That habe ich die Sitze in dieser schirferen
Form durch sorgfiltige Rechnungen als richtig erkannt. Doch
mochte ich diese Rechnungen (schon ihres zu grossen Um-
fangs willen) hier nicht weiter mittheilen.

Ueber die vierte Eigenschaft (48.d). — Fiir diese bin
ich einen Beweis von hinlinglicher Streuge mitzutheilen vor-
laufig nicht im Stande. Gliicklicherweise ist indessen diese
vierte Eigenschaft fiir meine spiteren Zwecke auch nur von
untergeordneter Bedeutung.

§ 10.
Die betreffenden Helmholtz'schen Untersuchungen.

Helmholtz diirfte wohl der Erste gewesen sein, welcher
die sogenannten Doppelbelegungen einer nihern Betrachtung
unterworfen. hat; und es mag mir daher gestattet sein, die
betreffenden Helmholtz'schen Untersuchungen hier wortgetreu
folgen zu lassen. Nur werde ich, um unndthige Discontinui-
titen zu vermeiden, statt der von Helmholtz benutzten Buch-
staben diejenigen nehmen, von denen in den vorhergehenden §§
Gebrauch gemacht wurde. — Hélmholtz driickt sich folgender-
massen aus [Poggendoxff’s Annalen, Bd. 89, Seite 224, vom
Jahre 1853]:

,»In einer frithern Abhandlung (Ueber die Erhaltung der
» Kraft. Berlin 1847. Seite 47) habe ich schon die Thatsache,
ndass elektromotorisch differente Korper, welche sich be-
nrihren, eine constante Spannungsdifferenz zeigen, mathe-
nmatisch so ausgesprochen, dass die Potentialfunction aller
nfreien Elektricitit in ihnen um eine constante Differenz
»verschieden sein miisse, unabhingig von der Gestalt und
» Grosse der beiden Leiter. — — — — — “

»Spiter hat Kirchhoff dasselbe auf die elektromotorisch
» differenten Korper in geschlossenen Galvanischen Kreisen aus-
,,gedehnt, und nachgewiesen, dass dasjenige, was man bisher
»als verschiedene Spannung oder Dichtigkeit der Elektricitit
»in durchstromten Kérpern bezeichnet hatte, der verschiedene
» Werth der Potentialfunction sei; und dass in constant durch-
»stromten homogenen Leitern diese Function nur solcher freier
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»Elektricitit angehbren konne, welche auf der Oberfliche und
mausserhalb der Leiter vertheilt sei

»Gauss hat gezeigt (Resultate des magnet. Vereins 1839.
»Seite 27), dass wenn Elektricitit (oder Magnetismus) in einer
»Fléche verbreitet sei, und zwar die Menge ¢ auf der Flichen-
yeinheit, die Potentialfunction auf beiden Seiten einer solchen
»Fliche keine verschiedenen Werthe habe, wohl aber ihr
»Differentialquotient, in der Richtung senkrecht gegen die

" _ 14 .
»Fliche genommen. Nennen wir diesen g—” auf der einen,
¢

»und g”l: auf der andern Seite der Fliche, wobei vorausgesetzt

,wird, dass die Normalen der Fliche von ihrem Fusspunct
»in dieser nach entgegengesetzten Richtungen hin gemessen
,werden, so ist nach Gauss:

ov ., ov _ «
’dn,+6n, = — 4at.

»Bin solcher Fall kommt gemiss Kirchhoff’s zweiter Be-
»dingung fiir das dynamische Gleichgewicht der Elektricitiit
»in durchstromten Leitersystemen an den Beriihrungsflichen
yzweier Leiter von werschiedenem Widerstande und gleicher
,elektromotorischer Kraft vor. Hier ist die Potentialfunction
»auf beiden Seiten der Fliche von gleichem Werthe, aber ihr
,, Differentialquotient verschieden.“

,Denken wir uns dagegen eine Fliche auf einer: Seite
,mit positiver Elektricitit, auf der andern mit einer gleichen
,,Quantitit negativer belegt, beide Schichten in verschwindend
,kleiner Entfernung von einander, so werden der Gleichung
,»(1.) entsprechend, die Differentialquotienten der Potential-
,function auf beiden Seiten der belegten Flichen gleich*),
,die Werthe dieser Function selbst aber verschieden sein.
,Nehmen wir an, um die Grosse ihres Unterschiedes zu be-
,stimmen, dass zundichst nur eine solche Schicht da sei,
,welche in der Fliche ¢ selbst liege. Ihre Potentialfunction
»in einem Puncte der Oberfliche von der Dichtigkeit § sei ¥,

nderen Differentialquotienten nach der einen Seite -%Y—, nach
1

*) In solcher Art beweist Helmholtz die sogenanntg vierte Eigen-
schaft (48. 8) Seite 140.
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yder andern —g—z Verlegen wir nun die elektrische Schicht
N

,in die verschwindend kleine Entfernung & von der Fliche ¢
,hach der Seite der Normale %, hin, so entsteht dadurch
eine verschwindend kleine Variation der Potentialfunction.
»Der Werth dieser Function in der elektrischen Schicht selbst
,,w1rd also nun ¥ + €0V, und in einer unendlich kleinen Ent-
ofernung Am, von der Fliche 6 (oder An, — & von der
nelektrischen Schicht): -

W, = V—]— £0V+—— (An, — &) + S
SIS A A7V R

»in der unendlich kleinen Entfernung An, nach der andern
»Seite von 6 dagegen

W,=V+ &0V + - an (An, + ¢ )+aaw f(An, + 2)
+%3n’(A”1+£)2+..~.,, «

»Nehmen wir nun die gleichzeitige Existenz von Schichten
»an, eine von der Dichtigkeit 4 ¢ in der Entfernung 4 &,
pdie andere von der Dichtigkeit — § in der Entfernung — &
»von der Fliche ¢, so wird mit Weglassung der unendlich
pkleinen Glieder hoherer Ordnung:

W, — 20V — 2¢ i‘i

W, =2¢&0V + 28
,,also [mxt Riicksicht auf (1.)]:
W, — W, =—2¢ aa:” +73”VT) — 8xte,
»und wenn wir nach Analogie der Magneten die Grosse 2e§=py
ndas elektrische Moment der Flicheneinheit nennen :
W, — W,=4np.“
»Ist also der Unterschied der Potentialfunctionen ge-

»geben*), so ist dadurch auch das elektrische Moment des be-
ptreffenden Theils der Fliche gegeben.«

*) Die Formel (2.) entspricht derjenigen, welche wir aus der zweiten
und dritten Eigenschaft abgeleitet, und auf Seite 140 mit (48. &) be-
zeichnet haben.
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»Bin entsprechender Fall tritt in durchstromten Leiter-
,Systemen an solchen' Klichen ein, wo sich Leiter von glei-
»chem Widerstande und werschiedener elektromotorischer Kraft
sbertihren. Hier hat die Potentialfunction nach Kirchhoff’s
»dritter Bedingungsgleichung auf beiden Seiten verschiedene
,» Werthe, und die Grosse ihres Unterschiedes ist gleich der
»elektromotorischen Kraft der betreffenden Stelle. Diese letztere
,muss also gleich 47wy sein. Dagegen ist der Differential-
»quotient der Spannung, nach beliebiger Richtung genommen,
pauf beiden Seiten gleich.“ )

» Wo sich Leiter von wungleicher elektromotorischer Kraft
mund ungleichem Leitungsvermigen beriihren, miissen -dagegen
»sowohl die Potentialfunction als ihr Differentialquotient auf
»beiden Seiten der Fliche verschiedene Werthe haben, was
»sich erreichen lésst, wenn an die entgegengesetzten Seiten
»der Fliche Schichten von entgegengesetzten Elektricititen
»und ungleicher Dichtigkeit angelagert werden.“

»lch werde im Folgenden unter einer elektrischen Doppel-
»schicht stets nur solche zwei Schichten verstehen, welche an
,den entgegengesetzten Seiten einer Fliche in unendlich kleiner
» Entfernung von ihr liegen, und deren eine ebenso viel posi-
»tive Elektricitit enthilt, als die andere negative.

Man sieht, dass ich an der sehr zweckmissigen Helm-
holtz’schen Bezeichnungsweise genau festgehalten habe, indem
ich sowohl das Wort ,,Moment* als auch das Wort ,, Doppel-
schicht resp. ,,Doppelbelegung® in demselben Sinne gebraucht
habe, wie Helmholtz im Vorstehenden festgesetzt hat.

§ 11.

Weitere Sitze iiber die Doppelbelegungen einer geschlossenen
Curve oder Fliche.

Bezeichnet ¢ eine geschlossene Curve oder Fliche mit posi-
tiver innerer Seite, und bezeichnet ferner

W. = fu(do).
das Potential einer auf ¢ ausgebreiteten Doppelbelegung,
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deren Moment u iiberall stetig ist, so gelten, wie wir ge-
funden haben [vgl. Seite 140] die Formeln:

Wi — Woy= 2o u,,

2 W‘a 0 Wa:
7 = o
Aus letzterer folgt: .
0 W{a 0 Wao
v - ov

oder was dasselbe ist:
a”ls + a a: —_ O

falls wir namlich die innere oder positive Normale von ¢ mit
v, andrerseits die dussere Normale mit N bezeichnen.

Solches vorangeschickt, wollen wir nun iibergehen zur
Aufstellung einiger neuer Sitze, indem wir dabei die Be-
zeichnungen %, a, @, &, ¢, j und s, ¢ in dem frither [S. 31]
festgesetzten Sinne verwenden.

Erster Satz. — Die Gesammimasse einer auf 6 ausge-
breiteten Doppelbelegung ist stets = 0.

Beweis. — Die Richtigkeit des Satzes ergiebt sich un-
mittelbar aus der Definition einer Doppelbelegung [vgl. S. 119].

Zweiter Sats. — Ist das Potential W einer auf 6 aus-
gebreiteten Doppelbelegung fiir alle Puncte a constant (mithin
=0), so wird shr Moment ebenfalls durch eine Constante,
aber durch eine Constante von ganz unbestimmiem Werthe
dargestellt sein.

Beweis. — Ist W, = Const., so kann dieser constante
Werth bekanntlich kein anderer sein als Null*). Unsere Vor-
aussetzung W, = Const. ist also gleichbedeutend mit

W.,=0.
W
Hieraus folgt sofort: =0, also mit Hinblick auf (3.)
w;
auch: a—ar = 0. Durch diese letzte Relatlon gewinnt die

bekannte Green’sche Formel [Seite 19]:

*) Es kann niimlich jener constante Werth kein anderer als W,
d. i. 0 oder 0o sein; vgl. Seite 9. Den constanten Werth oo annehmen
zu wollen, wiirde aber absurd sein.
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f(EW)d -|—fW——d6=O

die einfachere Gestalt:
'./3&E W)dr = 0;

ung hieraus folgt sofort:
W; = Const., = C.
Schliesslich folgt durch Substitution der Werthe (6.), (7.)
in (2.): c
s =35 w. z. b. w.

Der Werth der Constanten C bleibt vollig unbestimmt.
Denn welchen constanten Werth das Moment der Doppel-
belegung auch haben mag, stets wird ihr Potential auf iussere
Puncte der verlangten Bedingung entsprechen, némlich = 0
sein [vgl. die Sitze Seite 134].

Dritter Satz. — Ist das Potential W einer auf ¢ aus-
gebreiteten Doppelbelegung fir alle Puncle i+ constant, etwa
= K, so wird thr Moment ecbenfalls constant, und zwar

— & i,
Y

Beweis. — Aus der Voraussetzung
W;= Const.,, = K
ow,, W,
folgt sofort: —= =0, also nach (3.) auch: 2 N“—’ =0. Be-

achtet man diese letzte Gleichung, und beachtet man gleich-
zeitig, dass die Giesammtmasse der.Doppelbelegung = O ist
[vgl. (4.)], so nimmt die bekannte Green’sche Formel [8. 21]:

fEW)dz+fW ¥ 4g = {2

das einfachere Aussehen an:
Jg{ EW)dr = 0;

W, = Const.

Dieser constante Werth von W, kann aber offenbar*) kein
anderer sein als Null. Wir erhalten also:
Wao=0;
*) Vgl. die vorhergehende Note.

woraus folgt:
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und nunmehr durch Substitution der Werthe (10.), (11.) in (2.):

KQ
s == 55

w. z. b. w.

Vierter Satz. — Soll eine Doppelbelegung von 6 der Art
sein, dass -ihr Potential auf der dussern Seite von 6 vor-
geschriebene Werthe [ besitst, so ist hierdurch thr Moment
bis auf eine additive Constante eindeutig bestimmi, —
ausser im singuldren Fall.

Beweis. — Existiren zwei Doppelbelegungen g und g’
der verlangten Art, so wird die Doppelbelegung g — p’ ein
Potential besitzen, welches auf der dussern Seite von ¢ Null
ist. Hieraus aber folgt, wenn wir vom singuliren Fall ab-
strahiren, dass dieses Potential Null ist fiir simmtliche Puncte
a [Theorem (A4.%%), Seite 101]; und hieraus folgt weiter [mit
Riicksicht auf (5.)]:

— 7y’ = Const.
W. z b, w. A

Fiinfter Satz. — Soll eine Doppelbelegung von 6 der Art
sein, dass ihr Potential auf der immern Seite von 6 vor-
geschriebene Werthe [ besitet, so ist hierdurch ihr Moment
eindeutig bestimmdt.

Beweis. — Existiren zwei Doppelbelegungen g und g’
der verlangten Art, so wird die Doppelbelegung g — u’ ein
Potential haben, welches auf der innern Seite von 6 Null ist.
Hieraus aber folgt, dass dieses Potential Null ist fiir simmt-

" liche Puncte ¢ [Theorem (J.%¢), Seite 105]; und hieraus folgt
weiter [nach (9.)]:

w—u =0.
W.z b w

coae

14,
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Die Methode des arithmetischen Mittels.*)

Fast alle Aufgaben der Elektrostatik (sowie auch des
Wiirmegleichgewichts) konnen auf zwei Fundamentalprobleme
reducirt werden. Diese beiden Probleme beziehen sich auf
eine beliebig gegebene geschlossene Fliche 6, und lauten,
wenn man simmtliche Puncte des unendlichen Raumes, je-
nachdem sie ausserhalb, auf, oder innerhalb o liegen, respective
mit a, s und ¢ bezeichnet, folgendermassen:

Das dussere Problem. — Es soll ein Potential auf
dussere Puncte: ®, ermittelt werden, dessen Massen auf
oder innerkalb o liegen, und dessen Werthe auf 6 von
daselbst vorgeschriebenen Werthen f nur durch eine unbestimmte
additive Constante sich unterscheiden. Dabei mag stets voraus-
gesetzt werden, dass jene vorgeschriebenen Werthe f auf ¢
iiberall stefig sind.

Das innere Problem. — Es soll ein Potential auf

-innere Puncte: ¥; gefunden werden, dessen Massen auf oder

ausserhall o legen, und dessen Werthe auf o6 von den
dasclbst vorgeschriebenen Werthen [ nur durch cine unbestimmte
additive Constante sich unterscheiden. Dabei mbgen der Be-
quemlichkeit willen die vorgeschriebenen Werthe f dieselben
sein, wie beim ersten Problem.

Mit Hiilfe der friilher von uns aufgestellten allgemeinen
Theoreme (A4.%4), (A.«) und (J.%*) wiirde sich leicht angeben

*) In ihren Hauptumrissen habe ich diese Methode des arithmetischen
Mittels bereits friiher angegeben, in den Ber. der Kgl. Siichs. Ges. d.
Wiss. vom 21. April und 31. October 1870. Die dabei erforderlichen
Begriindungen, Entwickelungen und Beweise aber habe ich damals
nicht mitgetheilt, sondern einer ausfiihrlicheren Exposition vorbehalten,
Als eine solche ist das gegenwiirtige Capitel anzusehen.
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lassen, inwieweit die gesuchten Potentiale ®, und ¥; durch
die gestellten Anforderungen wirklich bestimmt sind. Ohne
indessen hierauf niher einzugehen, wollen wir sogleich an
die Auffindung jener Potentiale denken. Zu diesem Zweck
erinnern wir uns an das im vorhergehenden Capitel behandelte
Gauss'sche Integral*):

cos & -do
w¢=f o

sowie auch an das allge-
meinere Integral:

-cos d-de
W[ 2t

wo u irgend welche Fune-
tion vorstellt, die auf der
Fliche**) ¢ ausgebreitet
und daselbst stetig ist.
Wir haben gefunden,
dass diese Integrale als
die Potentiale gewisser
auf o ausgebreiteter Doppelbelegungen angesehen werden konnen,
deren Momente respective 1 und g sind. Auch haben wir
gefunden, dass das Potential w, (falls ¢ frei von Kanten und
Ecken ist) folgende Werthe hat***): ’

b

we =20,
Wy, =9, (Seite 116 und 134.)
w; =2 5

woraus folgt:

We =Wy — @,

w; =W, + @,
und dass andererseits das allgemeinere Potential W den For-
meln entspricht+):

*) gz soll ein ganz beliebiger Punct sein, der also ganz nach Be-
lieben zur Gattung der «, der s oder der ¢ gehtren kann.
**) Von dieser Fliiche ¢ ist in der vorstehenden Figur nur ein Theil
angedeutet. Denn die Fliche o ist eine gegebene geschlossene Fliche.
#*) Wir verstehen unter @ die Grisse der halben Kugelfliche vom
Radius Eins, so dass also @ = 2=x ist. Vergl. die Collectivbezeich-
nungen auf Seite 16.
1) @ ist eif beliebiger Punct auf der Fliche ¢. Anderetseits sollen

Neuma nn, Potential. 11
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Waa == Ws — @Y,
MJ = Ws '+' W
Um nun das Potential W, unseren Zwecken dienstbar

zu machen, wollen wir der noch disponiblen Function g den
Werth zuertheilen:

(Seite 115 und 139.)

l"='%7

wo f die in den Problemen (1.), (2.) vorgeschricbene Function
sein soll. Alsdann ist*) nach (4.):

und nach (7.)

Wio =W+ 1.
Denken wir uns nun ein Potential W,  gebildet, welches zu
den Werthen W, in derselben Beziehung steht, wie W, zu
den f,; sodann ein Potential W,”, welches zu den Werthen
W, wiederum in der ndmlichen Beziehung steht; u. s. w.

u. 8. w,: . .
W, =1 [[:co8d:-de

7w E? ?
’ 1 ['W.cos®-do
We =?J”—E=—’

Wz"= 1 W' cos & -do

@ ke ’

so werden offenbar, analog der ersten Formel (10.), folgende
Relationen stattfinden:

— Wu=f — W,,

— Wiy=W,— W/,

— Wi= W, — W/,

die Symhole as und 7s zwei Puncte ¢ und ¢ hezeichnen, welche jenem
Puncte s unendlich nahe liegen. Genaueres auf Secite 116 und 137.

*) Die Formel (9.) kann bekanntlich, falls man die innere Seite
von ¢ als die positive festsetust, einfacher so geschrieben werden:

.1
'Vm == —m"/f((l(i)r .
Vergl. Seite 122,
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woraus z. B. folgt: T
— (Was+ Wao it Wao 4+ Wo) =f, — W,".
Und gleichzeitig ergeben sich alsdann, analog der zweiten
Formel (10.), folgende weitere Relationen:
VV-‘: = fa + m:
W-"c == Ws + Wo';
W= W, + W/,
woraus z. B. folgt: S
+ (Wio — Wio + Wi, — W) =f — w,”.
Nehmen wir nun fiir den Augenblick an, die Function

" W,” sei auf der Fliche ¢ allenthalben ausserordentlich Flein;

80 dass also der in (13.), (15.) auf der rechten Seite befind-
liche Ausdruck
f; — 'W”ll’

nur ausserordentlich wenig von f, abweicht, Alsdann wiirde
aus (13.) folgen, dass das Potential

b, = — (Wa + Wa' + Wu” + Wa”/) )
- abgesehen von einem sehr kleinen Fehler, den Anforderungen
des Problems (1.) entspricht. Und Analoges wiirde alsdann
-nach (15.) hinsichtlich des Potentials

Vi — o (Wi — Wi+ Wi — W)

zu sagen sein in Bezug auf das Problem (2.).

Die Losungen unserer beiden Probleme werden daher,
wie aus diesen einfachen Bemerkungen bereits mit einiger
Sicherheit hervorgeht, durch die unendlichen Reihen:
Gp=—W,— W,/ — W, — W, —-e-ininf.

V= (Wi W)+ (W =W+ (W — W)+ ininf.
dargestellt sein, falls sich nur naclkweisen ldsst, dass die
Werthe der auf ¢ ausgebreiteten Function

we
mit wachsendem % gegen Null oder iiberhaupt gegen eine
Constante convergiren. »

Diesen Nachweis werde ich nun tm Folgenden in der
That fiikren, jedoch nur unter der Voraussetzung, dass die

'gegebene Fliche 6 iiberall convex und keine sweisternige
1*

13.

14,

15,

16.

117,

18.

19,
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Wa: = Wa — DU,
VVia == W: + aT W, .
Um nun das Potential W, unseren Zwecken dienstbar

zu machen, wollen wir der noch disponiblen Function g den
Werth zuertheilen:

(Seite 115 und 189.)

!"='{;i

wo f die in den Problemen (1.), (2.) vorgeschricbene Function
sein soll. Alsdann ist*) nach (4.):

1 [f-cos®-de

2= g

und nach (7.)

Was = s ﬂ )

Wi, = W, +f;.
Denken wir uns nun ein Potential W, gebildet, welches zu
den Werthen W, in derselben Beziehung steht, wie W, zu
den f,; sodann ein Potential W.”, welches zu den Werthen
W, wiederum in der némlichen Beziehung steht; u. s. w.

u. 8. W.: 1 [f-cosd-des
We =5 )& >
, 1 ['W-cos®-do
W, =wl—= >
" 1 W' cos®-do
Wz ‘—-—'a“ G2 Eg_' ’

so werden offenbar, analog der ersten Formel (10.), folgende
Relationen stattfinden:

— W= /v - ”/a)

— Wi=W,— W/,

- W= W/,— W/,

die Symbole as und 7s zwei Puncte «¢ und ¢ bezeichnen, welche jenem
Puncte s unendlich nahe liegen. Genaueres auf Seite 1156 und 137.
*) Die Formel (9.) kann bekanntlich, falls man die innere Seite
von ¢ als die positive festsetzt, einfacher so geschricben werden:
x

N Y
Wy= & [|do),-
Vergl. Seite 122,
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woraus z. B. folgt: L
- (Waa + Wt;c + Wa'l'a + W:z';) =ﬂ - Wom-
Und gleichzeitig ergeben sich alsdann, analog der zweiten
Formel (10.), folgende weitere Relationen:
u’.‘l = f; + Wn
Wi, =W, + W,,
Wii= W, 4+ W/,
woraus z. B. folgt: ST
+ (Wie— Wi, 4+ Wi, — Wi ) =f, — W,”.
Nehmen wir nun fiir den Augenblick an, die Function

- W,” sei auf der Fliche ¢ allenthalben ausserordentlich klein;

so dass also der in (13.), (15.) auf der rechten Seite befind-
liche Ausdrack

fo — W,
nur ausserordentlich wenig von f, abweicht. Alsdann wiirde
aus (13.) folgen, dass das Potential
(ba == — (Wa + Wa’ + Wa” + Wam)’
* abgesehen von einem sehr kleinen Fehler, den Anforderungen
des Problems (1.) entspricht. Und Analoges wiirde alsdann
nach (15.) hinsichtlich des Potentials
Y=+ (Wi — Wi + Wi — W)
zu sagen sein in Bezug auf das Problem (2.).

Die Losungen unserer beiden Probleme werden daher,
wie aus diesen einfachen Bemerkungen bereits mit einiger
Sicherheit hervorgeht, durch die unendlichen Reiben:
O=— W, — W, —W,”—W,” —---..ininf.

Vi (Wi W)+ (W= W) A (W — W)+ i,
dargestellt sein, falls sich nur nachweisen lisst, dass die
Werthe der auf ¢ ausgebreiteten Function

mit wachsendem % gegen Null oder iiberhaupt gegen eine
Constante convergiren. _

Diesen Nachweis werde ich nun im Folgenden in der
That fiihren, jedoch nur unter der Voraussetzung, dass die

'gegebene Fliche ¢ iiberall convex undkeine sweisternige
11*

13.

14.

15,

16.

11,

18.

19,
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¢st. Zur Erlduterung dieser Ausdrucksweise sei sogleich be-
merkt, dass ich mit dem Namen ,zweisternig® jede Fliche
bezeichne, die aus zwei Kegelflichen zusammengesetzt ist,
so z. B. diejenige, welche durch Rotation eines Rhombus um
die eine Diagonale entsteht, und ferner bemerkt, dass ich
die Scheitelpuncte der beiden Kegelflichen als die beiden
»Sternet‘ der Fliche bezeichne*).

Um den in Rede stehenden Nachweis fiihren zu konnen,
bin ich gendthigt, auf eine der gegebenen Fliche ¢ eigen-
thiimliche Constante 4 aufmerksam zu machen, deren Werth
lediglich abhingt von der Gestalt der Fliche, und stets ein
cichter Bruch ist, sobald die Fliche iberall comvex und keine
zweisternige ist. Diese Constante 1, welche ich die Con-
figurationsconstante der gegebenen Fliche nennen werde, wird
zugleich auch von Wichtigkeit sein fiir die Convergenz der
fiir ®,, ¥; angegebenen Reihen (18.), (19.); denn diese Reihen
sind, wie sich herausstellen wird, im Wesentlichen geo-
metrische Reihen, — némlich Reihen, deren Glieder fort-
schreiten nach den Potenzen von A.

Die Definition und ndhere Untersuchung dieser Con-
figurationsconstanten 4 _bilden den Ausgangspunct, und zu-
gleich das eigentliche Fundament des gegenwirtigen Capitels;
denn erst hierdurch wird uns der Weg erdffnet werden zu
einem tieferen Eindringen in die Natur der aufeinander-
folgenden Functionen W®. — Und erst nach Vollendung
dieser Vorarbeiten werden wir tibergehen konnen zur eigent-
lichen Inangriffnahme der gestellten beiden Probleme (1.), (2.).

Was nun die ausfiihrliche und systematisch geordnete
Exposition all’ dieser ziemlich complicirten Untersuchungen
betrifft, so mag es zuvorderst gestattet sein, noch einige
Bemerkungen voranzusghicken, theils beildufigen Inhalts,
theils zur leichtern Orientirung bei jenen ausfiihrlicheren Ex-
* positionen.

Erste Bemerkung. — Bezogen auf den Punct ¢ konnen
wir die Formel (9.) so schreiben:

*) Den Ausdruck: ,,%berall convex* brauche ich hier nur provi-
sorisch. Ich werde denselben spiiter durch einen mehr geeigneten er-
setzen, vgl. namentlich den Schluss des § 1, Seite 168. '
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oder auch so:
W= L 1o, :

wo (de); = 2 ;., 40 die Oeffnung des unendlich diinnen von ¢

nach do gelegten Kegelmantels vorstellt.

Denken wir uns also um ¢ eine Kugelfliche » vom Radius
Eins beschrieben, so ist
(d6); das auf dieser Kugel-
fliche durch jenen Kegel-
mantel markirte Element.
Denken wir uns nun fer-
ner, indem wir 7 zum
Centrum der Perspective
nehmen, die Fliche ¢
mit allen darauf ausge-
breiteten Werthen f auf
die Kugelfliche % proji-
cirt, so wird das arith-
metische Mittel all’ dieser

auf % ausgebreiteten
Werthe f lauten:

[fde);
' 2w )
denn (do); ist, wie schon bemerkt, ein Element der Kugel-
fliche %, und die Summe all' dieser Elemente ist gleich der
Kugelfliche selber, also = 2.

Der Bruch (23.) représentirt aber nach (22.) den Werth
von $4W,;. Und demgem#ss kann man {W; das arith-
metische Mittel aller auf 6 ausgebresteten Werthe f in Beeug
auf den Punct ¢+ pennen. Und mit Riicksicht hierauf
endlich kann man die in diesem Capitel zu exponirende
Methode, bei welcher die aufeinander folgenden arithmetischen
Mittel 1 W;, s W/, s W/, . . . .. eine wichtige Rolle spielen,
die Methode des arithmetischen Mitlels heissen. Dies ist in

21,

22,

28.
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der That die schon frither von mir gebrauchte Ausdrucks-
weise*), an der ich auch gegenwirtig festhalten will.

Zweite Bemerkung. — Ob die gegebene Fliche ¢ tiberall
stetig gebogen, oder mit Kanten und Ecken behaftet ist,
bleibt bei den gegenwirtigen Betrachtungen ziemlich gleich-
giiltig. Nur werden, wie sich zeigen wird, die Functionen **)

W, W., W\ ... .. we

welche im ersten Fall auf ¢ allenthalben stetig sind, im letztern
Fall in den vorhandenen Kanten und Ecken unstetig sein,
jedoch in solcher Art, dass durch Abéinderung ihrer Werthe
in jenen Kanten und Ecken die Stetigkeit wiederherstellbar
ist. Die in solcher Weise abgeiinderten Functionen (24.)
sollen im Folgenden der Reihe nach mit

[0 A PO & o

benannt werden. — Es findet also, wie ich absichtlich zur
leichtern Orientirung in den nachfolgenden Untersuchungen
gleich von Anfang hervorheben mbchte, zwischen den beiderlei
Functionen (24.) und (25.) nur ein hochst geringfigiger
Unterschied statt. Denn die Function W™ geht durch Ab-
inderung ihrer Werthe in gewissen einzelnen Linien und

Puncten (Kanten und Ecken) in die Function f"™ iiber.
Die letztere Function ist iberall stetig, die erstere hingegen
(um einer Riemann’schen Ausdrucksweise mich zu bedienen)
eine solche, deren Unstetigkeit hebbar ist durch Abiinderung
ihrer Werthe in einzelnen Linien und Puncten.

Dritte Bemerkung. — Ich werde bei den nachfolgenden
Untersuchungen vorzugsweise die in (1.), (2.) genannten
Probleme des Raumes ins Auge fassen, bemerke aber, dass
all’ diese Untersuchungen (ohne die geringste Miihe) auf die
analogen Probleme der Ebene iibertragbar sind.

*) Vgl. die Ber. der Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss., 21. April 1870, S. 53.

*¥) Es soll hier nicht von den Functionen W, oder W;, sondern
ausschliesslich von der Function W die Rede sein. Mit anderen Worten:
Es soll nur von denjenigen Werthen die Rede sein, welche W auf
der gegebenen Fliche o besitat. Analoges ist zu bemerken iiber W', W,”
u. 8. W.
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$ 1. :
Ueber den Rang einer Curve oder Fliche.

Wir konnen, falls es uns beliebt, zwischen Punct und
Stelle unterscheiden, indem wir z. B. von der Ellipse sagen,
dass dieselbe mit ihrer Tangente swe: Puncte, aber nur eine
Stelle gemein habe, ferner von der Lemniscate, dass dieselbe
mit ihrer Doppeltangente vier Puncte, aber nun zwei Stellen
gemein habe. Ebenso konnen wir .auch, was die Peripherie
eines reguliren Polygons betrifft, sagen, dass dieselbe mit
derjenigen unendlich langen geraden Linie, welche durch
zwei %ufeinander folgende Ecken gelegt ist, unendlich viele
Puncte (némlich simmtliche Puncte der betreffenden Seite),
aber nur eine Stelle gemein habe. Daneben wiirde etwa zu
erwihnen sein, dass die Peripherie eines solchen Polygons
mit jeder durch seinen Mittelpunct gelegten unendlich langen
geraden Linie zwei Stellen gemein habe. -

In der That wollen wir diesen Sprachgebrauch uns an-
eignen, indem. wir jedes Continuum von Puncten (einerlei, ob
die Anzahl der darin enthaltenen Puncte endlich oder un-
endlich gross ist) kurzweg als Stelle bezeichnen. Gleicheeitig
wollen wir eine gegebene Curve oder Fldche vom R'® Range -
nenmen, wenn sie mit einer umendlich langen geraden Linie,
welche Lage man dieser Linie auch suertheilen mag, wiemals
mehr als R Stellen gemein hat.

Von besonderer Wichtigkeit fiir unsere weiteren Unter-
suchungen ist der Specialfall: R =2. Eine Curve oder
Fliche sweiten Ranges kann offenbar niemals einspringende
Ecken oder Kanten haben. Oder genauer ausgedriickt:

" Welche Tangente man an eine| Welche Tangential-Ebene man

Curve zweiten Ranges auch legen
mag, stets werden simmtliche
Puncte der Curve auf derselben
Seite der Tangente liegen.

an eine Fliche zweiten Ranges
auch legen mag, stets werden
simmtliche Puncte der Fliche
auf derselben Seite der Tangential-
Ebene liegen.

Als Beispiele von Curven oder Flichen sweiten Ranges

wiirden zu erwihuen sein;
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die Kreislinie, die Ellipse, die|
Peripherie eines Rechtecks*), diej
Peripherie eines reguléren Poly-
gons, die Peripherie eines Kreis-

segmentes, welches theils von'

einem Kreisbogen, theils von

Capitel.

die Kugelfliiche, die Ellipsoid-
fliiche, die Oberfliiche eines Te-
traeders, Wiirfels, Dihexaeders,
| Granatoeders, Ikosaeders u. s. w.,
ferner die Oberfliiche eines Kugel-
segmentes, welches theils von

einer geraden Linie begrenzt ist.

;einer Kugelcalotte, theils von

jeiner Kreisfliche begrenzt wird.

Eine geschlossene Curve oder Fliche zweiten Ranges
wiirde man zur Noth als eine dberall convexe Curve -oder
Fliche bezeichnen k6unen**), nur miisste man alsdann hinzu-
fiigen, dass einzelne Theile der Curve oder. Fliche *gerad-
linig, resp. eben sein diirfen.

§ 2.
Die mit sogenannten Sternen behafteten Curven und Fléchen.

Ein.stermgc Curven und Fldchen,

Ldsst sich auf einer gegebenen
Curve ein Punct M markiren von
solcher Lage, dass simmiliche
Tangenten der Curve durch M
gehen, so mag die Curve cin-
sternig, und M ihr Sterm
heissen.

Eine einsternige Curve wird
daher stets ein Winkel sein, nim-
lich dargestellt sein durch zwei
von demselben Punct auslaufende
(begrenzte oder unbegrenzte) ge-
rade Linien.

Ldsst sich auf einer gegebenmen
Fliche ein Punct M markiren
von solcher Lage, dass sdimmi-
liche Tangentialebenen der Fliche
durch M gchen, so mag die
Flgche einsternig, und M ihr
Stern heissen.

Eine einsternige Fliche wird
daher stets ein Kegelmantel sein,
néimlich dadurch erhalten werden,
dass man einen von einem ge-
gebenen Punct ausgehenden (be-
grenzten oder unbegrenzten)
Strahl um seinen Ausgangspunct
in beliebiger Weise sich drehen

lisst.

*) Ein beliebiges Viereck darf micht als Beispiel aufgefiihrt werden.
Denn deuken wir uns z, B, ein Viereck mit einspringendem Winkel,
80 wird die Peripherie dieses Vierecks eine Curve vierten Ranges sein.

**) Dieser Bezeichnung habe ich mich friiher bedient, namentlich
z. B. in den Ber. d. Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss., April 1870, Seite 56.
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Zweisternige Curven und Flichen.

Lassen sich auf einer gegebe-
nen Curve zwet Pumcte M, N
markiren von solcher Lage, dass
gjedwede Tangente der Curve durch
einen dieser beidem Puncte geht,
so mag dic Curve zweisternig
heissen, und M, N ihre Sterne.

Eine zweisternige Curve wird
daher stets aus zwei Winkeln
zusammengesetzt, mithin ein
Viereck sein. Doch kann der
eine Winkel des Vierecks 180°
betragen, wodurch sich alsdann
dasselbe in ein Dreieck verwan-
delt. — Beim Viereck liegen die
Sterne in zwei gegeniiberliegen-
den Ecken, wihrend beim Dreieck
der eine Stern in einer Ecke,
der andere in einem beliebigen
Punct der gegentiberliegenden
Seite sich befindet.

Lassen sich auf ciner gegebe-
nen Fliche zwei Puncte M, N
markiren von solcher Lage, duss
jedwede Tangentialebene der Fldche
durch einen dieser beiden Puncte
geht, so mag dic Fliche zwes-
sternig heissen, und M, N
ihre Stermne.

Eine zweisternige Fliche wird
daher stets aus zwei Kegelmdinteln
zusammengesetzt sein. Als Bei-
spiele wiirden anzuftthren sein
die Oberfliche desjenigen Kor-
pers, der durch Rotation eines
Rhombus um eine Diagonale
entsteht, ferner die Oberflichen
des Dihexaeders, des Octaeders,
des Rhomboeders, des Parallele-
pipedums, des Wiirfels, und end-
lich auch diejenige des Tetraeders.
Bei der letztern Fliche befindet
gich der eine Stern in einer
Ecke, der andere in einem be-
liebigen Puncte der gegeniiber-

liegenden Seite.

Vielsternige Curven und Fldichen.
In &hnlicher Weise konnte man allgemein #-sternige

Curven und Flichen definiren.

Zwecke von keinem Belang.

§

Doch ist solches fiir unsere

3.

Die Configurationsconstante einer geschlossenen Curve oder
Fliche zweiten Ranges.

Voraussetzung: FEs sei ¢ eine geschlosséne Curve oder
Fliche sweiten Ranges, und die innere Seite dieser Curve

oder Fliche mag als positiv

festgesetet sein. Aus der geo-

metrischen Anschauung, die wir von einer solchen Curve oder
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Fliche uns bereits gebildet haben (vgl. § 1), folgt unmittelbar,

dass ein im Innern von ¢ befindlicher Beobachter, nach wel-

chem Element von ¢ er auch hinsehen mag, stets die positive

Seite dieses Elementes vor Augen hat. Hieraus folgt, dass

fiir jedes Element d¢ und fiir jede beliebige Lage des innern

Punctes ¢

' (do); = pos.

ist [vgl. (12.b), Seite 122]. Und Gleiches wird offenbar

auch dann noch stattfinden, wenn ¢ nach irgend einer Stelle

s der gegebenen Curve oder Fliche riickt, so dass wir also

schreiben konnen :
_ (d @), = pos.,

oder, was dasselbe: .

B, = B — &, = pOs.

Denn nach einer bekannten Formel [vgl. S. 134] ist stets:

S@o)y =, =7 — s,.

Aus unserer geometrischen Anschauung ergiebt sich ferner,
dass fiir jede Lage*) des Punctes s das sogenannte Winlkel-
maass @, zwischen 0 und @ liegt, und hieraus folgt mit
Riicksicht auf die bekannte Relation

T+ 8 =@,
dass das sogenannte supplementare Winkelmass ¢, zwischen
denselben Grenzen liegt. Wir konnen also notiren:

0<Lw, <®,
0<s, <@,
folglich mit Riicksicht auf (7.)
0< fdoh<w.

Definition der Conflgurationsconstanten. — Wir zer-
legen die gegebene Curve oder Fliche ¢ in irgend zwei Theile

o und §:

c=a-+§,
von denen jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiicken be-
stehen mag**); und bilden sodann die Ausdriicke:

*) Selbstverstindlich sollen die Puncte %, 8, s, u. s. w. immer den
friiher gemachten Determinationen (Seite 31, 32) entsprechen. Es sollen
also z B. s, s, s, . . . Puncte sein, welche auf ¢ liegen.

**) Ist z. B. ¢ eine Kugelfliche, und denken wir uns auf dieser
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§=[(da) + [(@B)s,

¢ Sldw), +/(ap),
=35 = w2
£ T Sde), 4 f@p),
f=1-— ' I 1— - 2m

wo das Integral f (de), tiber alle Elemente des Theiles o,-

und das Integral f (dB), tiber alle Elemente des Theiles f
ausgedehnt sein soll. — Wir stellen uns die Aufgabe, diese

Ausdriicke §, 7, ¢ fiir beliebige Lagen der Puncte s, s, niher
zu untersuchen *).

Da die Glieder der Integrale [(d«),, [ (dB), und f(do),,
f (do),, sammtlich positiv sind [nach (5.)], so ergiebt sich:
‘ J@w), < flo),
| J@B), < fao),.
Hieraus aber erhilt man mif Riicksicht auf (10.):
0 < f@da) < @,
0 < f(dp), < @
und hieraus endlich durch Addition und mit Riicksicht auf (12.):

0 < &< 29,
mithin: 09 <1,
und folglich: 1 >¢ > 0;

woraus hervorgeht, dass %, ¢ positive dchte Briiche sind.

Von besonderer Wichtigkeit ist (fir unsere spiteren
Untersuchungen) die Frage, ob &, 5 ihre untere Grenze, die
0, wirklich erreichen konnen. Die Grosse

§ = [(de), + fldB),
ist eine Summe von lauter positiven Gliedern, zum Null-
werden von £ also erforderlich, dass simmtliche Glieder ein-
zeln = O seien. Nun kann aber ein Glied von der Form (d«),
offenbar nur dann = O sein,

Kugelfliche die Karte unserer Erdoberfliche aufgemalt, so kénnen wir,
falls es uns beliebt, unter e alle mit Wasser bedeckten Gebiete, andrer-
seits unter p den Continent und die Inseln verstehen,

*) Vgl. die erste- Note Seite 170,

13,

18.

14.

15.
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wenn die in do an die gegebene| wenn die in de an die gegebene
Curve gelegte Tangente durch s! Fliche gelegte Tangentialebene
geht. tdurch s geht.

Analoges gilt fiir die Glieder von der Form (df),. Soll
also £ verschwinden, so miissen simmtliche Tangenten resp.
Tangentialebenen des Theiles « durch s, und andrerseits
simmtliche Tangenten resp. Tangentialebenen des Theiles g
durch s, gehen. Folglich werden £, 5 ihre untere Grenze,
die 0, nur dann erreichen konnen, wenn die Curve resp.
Fliche ¢ eine c¢in- oder zweisternige ist¥*).

Nehmen wir also an, ¢ sei weder ein- noch zweisternig,
so wird, was die Formeln (15.) betrifft, der positive #échte
Bruch % pothwendig von Null, mithin der positive &dchte
Bruch § nothwendig von Eins verschieden sein, so dass also
die letzte jener Formeln folgende Gestalt erhilt**):

1 >¢>0.
(sic!)

Der Fall der Einsternigkeit verbietet sich iibrigens von
selber, weil er in Widerspruch steht mit der schon friiher
gemachten Voraussetzung (3.), dass ¢ geschlossen sei. Wir
brauchen also nur den Fall der Zweisternigkeit auszuschliessen,
und gelangen daher, um die Hauptsache zusammenzufassen,
zu folgendem Satz:

Zerlegt man eine geschlossene Curve oder Fliche 6 mit
positiver inmerer Seite in zwei Theile e« und f (von denen
jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiicken bestehen kann),
und versteht man unter s, s, zwei auf 6 frei bewegliche
Puncte, so wird die Grosse
S(@do), + /1dp),

f=1— 2@

*) Ist ndmlich ¢ zweisternig, so wird & verschwinden konnen, wenn
man 8 in den einen, 8, in den andern Stern hineinfallen lisst, und
gleichzeitig die Zerlegung von ¢ in die beiden Theile '« und g in ge-
eigneter Weise bewerkstelligt, — Ist andrerseits o einstermig, so wird
& verschwinden konnen, sobald man die Puncte s und s, beide in
diesen einen Stern hineinfallen lisst.

*¥) In der Formel (16.) soll das zugefiigte (sic!) die Aufmerksamkeit
auf das dariiber befindliche Zeichen lenken, welches nicht > sondern
> lautet,
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variiren mit der Art und Weise jener Zerlegung, sowie auch
mit der Lage der Puncte s, s,.

Setzt man aber voraus, die Curve oder Fliche 6 set zweiten
Ranges und keine zweisternige, so wird § dem Spielraum unter-
worfen sein*): .
0<¢E < 1.

(sic!)
Was von der Variablen § gilt, gilt aber nothwendig auch von
jedem Specialwerth dieser Variablen. Besgeichnet man also den
Mazimalwerth von § mit A, so folgt aus der vorstehenden
Formel sofort:
0<g<1 <.
(sic!)

Dieses 1, welches stets positiv und kleiner ‘als Eins ist,
repriisentirt eine der gegebenen Curve oder Fliche o eigen-
thiimliche Constante, welche die Configurationsconstante
heissen mag.

Wir wollen im Folgenden diese Configurationsconstante
niher zu bestimmen suchen fiir einige mehr oder weniger
specielle Fille,

§ 4.
Nihere Bestimmung der Configurationsconstanten in einigen
speciellen Féllen.

Die Conflgurationsconstante eines Kreises. — Ist ¢ ein
Kreis, so ist in Betreff des Ausdruckes (17.)

t=1—35(faa+fun.)

zu bemerken, dass nach dem bekannten Satz tiber die Peripherie-
winkel die Relation stattfindet: f{df), — J(dB), . Somit folgt:

t=1— o (faan+ f@n),

t=1—g faa),
also nach (7.):

d. i

*) Ueber das in (18.) und (19.) zugefiigte (sic!) vergl. die vorher-
gehende Note.

18,

19,
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E=1—3=1,

1=1.
Die Configurationsconstante eines Kreises ist mithin stets = §.

Die Conflgurationsconstante einer geschlossenen Curve
zweiten Ranges. — Ob die Curve stetig gebogen oder mit
Ecken behaftet ist, bleibt gleichgiiltig. Hingegen wollen wir
voraussetzen, dass sie keine geradlinigen Strecken enthalte,
oder (schirfer ausgedriickt), dass alle Kreise, welche irgend
drei (benachbarte oder nicht benachbarte) Puncte mit der
Curve gemein haben, von endlicher Grosse sind. Zugleich
wollen wir unter all’ diesen Kreisen den grissten uns auf-
gesucht denken, und seinen Durchmesser mit A bezeichnen.

Wir beschreiben nun, was den Ausdruck

f (da), + ﬂdﬁ),‘
betrifft, um jeden der Puncte s, s, einen kleinen Kreis, be-
zeichnen den ausserhalb dieser Kreise befindlichen Theil der
gegebenen Curve ¢ mit ¢, und denken uns die beiden Kreise
(zur bessern Fixirung unserer Vorstellungen) von solcher
Grosse, dass ¢" = 1966 ist, wo selbstverstindlich ¢, ¢’ die
Bogenlingen sein sollen. Ausserdem bezeichnen wir die-

jenigen Theile von ¢ und #, welche zu ¢ gehoren, mit &’
und B’. Alsdann wird: ’

S@a), + [(@B). = f(da)s + f(@B"),
wo in den beiden letzten Integralen die Integrationen aus-
gedehnt zu denken sind itber alle Elemente da’ des Theiles
o', respective iiber alle Elemente df’ des Theiles 8’

Nun ist bekanntlich fiir jedes Element d¢ und fiir jeden
Punct s (vergl. Seite 122):

do - cos &
(do), = E ’

wo E die Entfernung (d6 »— s), und & den Winkel dieser
Entfernung gegen die Normale von do bezeichnet. Denken
wir uns durch den Punct s und durch die beiden Endpuncte
des Elementes do einen Kreis gelegt, und den Durchmesser
dieses Kreises mit ) bezeichnet, so wird offenbar E= D cos &;
folglich:

folglich auch*):

*) i)_er;; 1 ist der Maximalwerth von ¢, vgl. Seite 173.
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d
(@6) =5

also, weil nach (21.) D < A ist:
(da), > 32

Es konnten Zweifel entsiehen, ob diese Formel auch dann
noch giiltig sei, wenn der Punct s ¥m Element de (z. B. in
der Mitte des Elementes) liegt. Um solchen Erérterungen,
welche mehr ermiidend als schwierig oder niitzlich sein
wiirden, aus dem Wege zu gehen, wollen wir bei Anwendung
der Formel (27.) auf solche Elemente d¢ uns beschriinken,
welche den Punct s nicht enthalten. Dieser Bedingung ent-
sprechen nach (23.) simmtliche d6’, also auch die de’ und
dp’; und wir erhalten also mit voller Sicherheit die Formel:

(da’), > 22,
‘und hieraus durch Integration {iber simmtliche da’ :
J@de’) > %5

und in analoger Weise

f(dﬂ")‘l > %—

217,
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Durch Substitution dieser Werthe (28.a, b) in die Formel

" (24.) erhalten wir sofort:

S@a), + f@p), > = FE <o,
also mit Riicksicht auf (23.): .

J @)+ [@B) > 5 & 5
also nach (17.):

folglich auch (vgl. die Note, Seite 174):

9 [
A<1—g saa"

Statt des Bruches {‘;)- hiitten wir offenbar ebensogut [vergl.
(23.)] den Bruch 12(:)6 oder f?:_o wihlen konnen, u.s. w. Somit
gelangen wir zu dem Resultat, dass-die Configurationscon-
stante L der gegebemen Curve der Formel emtspricht :

[}
A< 1 — 55a

wo 6 die Bogenlinge der Curve, und A den Durchmesser des
grossten Kreises vorstellt, welcher irgend dret Pumcte mit der
Curve gemein hat.

Die Conflgurationsconstante einer Ellipse. — Sind a > b
die beiden Halbaxen der Ellipse, so ergeben sich fir die in
(29.) enthaltenen Grossen ¢, A im gegenwirtigen Fall die

Relationen:
b!

c >2‘ar7,
A< 2,

denn es reprisentiren %i und -‘;—2 die Radien des kleinsten

und grossten Kriimmungskreises der Ellipse. Hieraus folgt

sofort:
c 1 b\®
Toh ~ 2 (7) ,

und hierdurch gewinnt die Formel (29.) folgende Gestalt:

1< 1—%(%)3.
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Bemerkung. — Hieraus folgt fiir den Fall des Kreises,

d.i. fiir a = b, sofort 1 < —;—; was mit unserm friithern Er-

gebniss: 1 = % [vgl. (20.)] in Einklang ist.

Die Configurationsconstante einer geschlossenen Fliche
zweiten Ranges. — Wir wollen dahingestellt sein lassen, ob
die Fliche mit Ecken und Kanten behaftet oder itberall von
stetiger Biegung ist, aber voraussetzen, dass sie keine ebenen
Theile enthalte, oder (genauer ausgedriickt) voraussetzen,
dass alle Kugelflichen, welche irgend vier (benachbarte oder
nicht benachbarte) Puncte mit der gegebenen Fliche gemein
haben, von endlicher Grosse sind. Zugleich wollen wir unter
all’ diesen Kugelflichen die grisste uns aufgesucht, und deren
Durchmesser mit A bezeichnet denken. *

Wir beschreiben nun, was den Ausdruck

J@da), + f(dB),,
betrifft, um jeden der Puncte s, s; eine kleine Kugelfliche,
bezeichnen den ausserhalb dieser Kugelflichen befindlichen
Theil der gegebenen Fliache ¢ mit ¢°, und denken uns die

beiden Kugelflichen von solcher Griosse, dass ¢’ = % ¢ ist.
Ausserdem bezeichnen wir diejenigen Theile von «, f, welche
zu ¢’ gehdren, mit &', §’. Alsdann wird:

J@a) + [@B), > f(@a)+ J(@B)-

. 2é

Neumann, Potential. 12

3L

32,
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Bekanntlich ist fiir jedes Element d¢ und jeden Punct
s (vgl. Seite 122):
do - cos &
(d 6), =
wo E die Entfernung (d¢ »—» s), und & den Winkel dieser
Entfernung gegen die innere Normale von do bezeichnet.
Denken wir uns nun durch den Punct s und durch irgend
drei Puncte des Elementes do eine Kugelfliche gelegt, und
den Durchmesser derselben mit D bezeichnet, so wird offen-
bar E = D cos &; folglich:

d
(o).~ 255> 42
also, weil nach (31.) D < A ist:
) (do), > % .

Um etwaigen Zweifeln vorzubeugen, bringen wir diese
Formel nur auf solche Elemente de¢ in Anwendung, welche
den Punct s nicht in sich enthalten. Hierher gehdren z. B.
die Elemente da’, so dass .wir also mit voller Sicherheit
schreiben konnen:

o, de’
'(da )8 > _Aa!_ )
woraus durch Integration tiber simmtliche de’ sich ergiebt:
f@a’), > —Z,—.
Desgleichen wird oﬁ'enbar
./ (dﬂ )01 > A2 .

Durch Substitution der Werthe (38. a.A, b) in die Formel
(34.) erhalten wir nun sofort:

J@a), + fapy > = =,
also mit Riicksicht auf (33.):

f(d“)s +f(dﬂ)a. 10 Az )
also nach (17.)

[
§<1 10 2mAt?

folglich auch (vgl. die Note, Selte 174):

[/
A<1— 10 @At
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Beachten wir nun, dass wir statt des Bruches % ebensogut

99 999
den Bruch oo oder oo
(33.)], so gelangen wir also schliesslich zn dem Resultat,
dass die Configurationsconstante A der betrachteten Fliche der
Formel entsprechen muss:

u. 8. w, hiitten wihlen konnen [vgl.

/]
A1 —spar
wo 6 die Grosse der gegebenen Fliche (ihren Quadratinhalt),
und A den Durchmesser der grossten Kugelfliche vorstellt, die

wrgend vier Puncte mit der Fliche gemein hat.

§ 5.

Die aufeinanderfolgenden Functionen W=, f(,

Durch die geometrischen Betrachtungen der vorhergehen-
den §§ haben wir uns den Weg eroffnet zu einem tiefern
Eindringen in die Natur der schon in der Einleitung (Seite 162
und 166) erwihnten Functionen W®), f®),

Wir wollen [wie auch schon friiher geschehen, vgl. 8. 160

(1), (2)] voraussetzen, dass die auf der geschlossenen Fliche
6 vorgeschriebenen Werthe f daselbst {iberall stetig sind. Ueber
jene Fliche selber hingegen wollen wir vorliufig keine Vor-
aussetzung machen, also z. B. dahingestellt sein lassen, ob
sie stetig gebogen oder mit irgend welchen Kanten und Ecken
behaftet ist. Uebrigens mag ihre innere Seite als die positive
festgesetzt sein.

Setzt man nun:

W. =L [rao),

so ist W, das Potential einer auf ¢ ausgebreiteten Doppel-

belegung vom Momente g — —g—, und entspricht den Re-

lationen:

| Worm (W 25) — 1,

Wa= (Wt %) 41,

d. i. den Relationen:

[vgl. S. 139].

12%

3.
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Wa, = fl: —fo
th‘c = ﬁ + fc »
wo alsdann f, die Bedeutung hat:

8
ﬂ' = Ws + '%fe )
wihrend &, das supplementare Winkelmaass der Fliche ¢ im
Puncte s vorstellt. Auch besitzt dieses Potential W, (vgl.
Seite 139] folgende Eigenschaften:

Erste Eigenschaft: Die auf ¢ ausgebreiteten Werthe
fs (B.) sind dasclbst diberall stetig.

Zweite Eigenschaft: Die ausserhalb o ausgebreiteten
Werthe W, sind inclusive ihrer Grenzwerthe W,, tiberall
stetig. Diese Grenzwerthe stehen zu den W, in der Bezichung
(3, (4.

Dritte Eigenschaft: Die innerhalb 6 ausgebreiteten
Werthe W; sind inclusive threr Grenzwerthe W;, viberall stetig.
Diese Grenzwerthe stehen zu den W, in der Begichung (8.), (4.).

Vierte Eigenschaft: Bezeichnet p eine beliebig gegebene

. L ow,, .
Richtung, so ist immer: 25 = p

Wir gehen tiber zur Bildung weiterer Functionen. Ebenso

niimlich, wie

aus den f die Functionen W, f’
entstanden sind, ebenso mogen nun

aus den [’ zwei neue Functionen W,
und sodann -

aus den [ wiederum zwei neue Functionen W, "
abgeleitet werden, u. s. w., u.s. w., entsprechend den Formeln:’

"

H

@ W, = [f@o)., @ f =W, +8'z? )

6y W =-2L[rwaa., | © fr=w +%,

8'f.n
o ?

@ Wi=—|[f'@o) | @ f"=W' +

Offenbar besitzen all’ diese Potentiale W™ analoge Eigen-
schaften wie W, selber, und entsprechen also z. B, den mit
(4.) analogen Formeln:
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Wae=—"f: +Ff, Wo=F +1,
Weo =—1 +1, Wis=1 +1,
Wi =—f +17, Wis = £+ £,
W = — £ [, Wi — f"’+ ey
Hieraus folgt sofort:
Wal = - fa + fn
Wa: + Wa,a = — f' + f;ﬂ,
Wee+ Wao + Wai = —f, + 17,
Wasd Wi+ Wiieo oo + Wa‘:" =— ﬁ + f"‘*"

und ferner:
I'Via =ﬂ +f:t’;
Wi, — Wi, =f,— 1,
Wi, — Wi+ Wi, —ﬂ—l—f:"y

W Wik Wi 1) Wi =fit (~1) £,
Ferner folgt aus den Formeln (11.) linker Hand durch Ad-
dition aller geraden, resp. aller ungeraden W,,:

Ward Ward Wal ook Wi = — [t fi— [ £,
Waa Wi Wiy oot Wi = — i fi— 0o A5
und in analoger Weise aus den Formeln (11.) rechter Hand:
Wit Wis + WE oo WEY = fo b f) £ £,
Wi Wi+ Wi oo WD f 4 A 7o (240
Endlich sind analog mit (6.), (7 ), (8.), (9.) folgende

Sitze zu erwihnen:

Erstens: Die auf o ausgebreiteten Werthe ™ smd da-

selbst uberall stetig.
Zweitens: Die ausserhalb o ausgebreiteten Werthe

W sind incl. ihrer Grenswerthe W2 iiberall stetig.
Dyrittens: Die innerhalb o ausgebreiteten Werthe W™
sind incl. ihrer Grenswerthe W3 diberall stetig.

12.

18.

14,

15.

16.

f17.

18.
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Viertens: Bezeichnet p cine beliebig gegebene Richtung,
oWy _owl
TopT T Top
Beildufige Bemerkung tiiber die Formeln (10.). — Nach
(10.a) ist:

so ist stets:

A j (d0)e;

und ferner ersehen wir aus (10.¢), dass die Function f, mit
W, iiberall identisch ist, ausser in den Kanten und Ecken
der Fliche*). Demgemiiss konnen wir in dem Integral (10.b),
unbeschudet seines Werthes, f, durch W, ersetzen, wodurch.
sich ergiebt:

;1"
Wz=-m—‘ W(dﬁ)x.

Nun folgt ferner aus (10.8), dass f,” mit W, iiberall identisch
ist, ausser in den Kanten und Ecken; und wir kénnen daher
im Integral (10.¢) die Function f,” durch W, ersetzen, wo-
durch sich ergiebt:

wy=1 j W (de) .

Gleichzeitig folgt aus (10.y), dass £, mit W,” tiberall identisch
ist, ausser in den Kanten und Ecken. U. s. w., u. 5. w.

Wir konnen somit die in (10.) angegebenen Functionen
We, Wiy W'y ... ., falls es uns beliebt, auch durch die
Formeln (20,a, b, ¢, . . .) definiren, und erkennen zugleich,
dass die Functionen

f, ” ’e (n4-1)
2 A AN o ,

abgesehen von einzelnen Linien und Puncten (Kanten und
Ecken), identisch sind mit

W, W.,, Wy, . ... W™ ...

In solcher Weise bestitigt sich, was schon in der Ein-
leitung dieses Capitels (Seite 166) behauptet wurde.

*) Es ist nur von den Functionen f,” und W,, also nur von solchen
Werthen die Rede, welche auf der gegebenen Fliche ¢ ausgebreitet
sind, Dass diese Functionen aber das genannte Verhalten zeigen, ergiebt
sich aus (10.a) sofort, falls man nur beachtet, dass das sogenannte
supplementare Winkelmaass ¢,, mit Ausnahme der Kanten und Ecken,
iiberall = 0 ist; vgl. Seite 130.



Die Methode des arithmetischen Mittels, 183

§ 6. :
Nahere Untersuchung der Functionen W™, f® fiir den Fall,
dass die gegebene Fliche zweiten Ranges und keine
sweisternige ist.

Zu unseren schon frilher gemachten Voraussetzungen
[Seite 179 (1.)] wollen wir jetzt noch die hinzutreten lassen,
dass die gegebene geschlossene Fliche ¢ zweiten Ranges und
keine zweisternige sei. — Alsdann gelten fiir jedes Element
do und fir jeden Punct s die Formeln [vgl. Seite 170 (5.),
(1), 9]

(do)s = pos.,
f((lo),=’cif,=w— &\
0 <@, < @, mithin: @, = pos.,
0< ¢, < @, mithin: &, = pos.,
wo @, das Winkelmaass und &, das supplementare Winkel-
maass von 6 im Puncte s bezeichnet.

Was ferner die auf o tiberall stetigen Werthe [ betrifft,
so wollen wir ihren kleinsten mit K, ihren grossten mit G,
das arithmetische Mittel von K und G mit M, und endlich
die sogenannte Schwankung*) der Werthe f mit Df bezeichnen.
Also:

Min f= K,

Max f= @&,
Df-—-=G—K
< _ M—_'*'.K
K

(M—E)—=(G - M) =G5

Gleichzeitig wollen wir die Fliche ¢ in zwei Theile « und
zerlegen, von denen jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiicken
bestehen kann [vgl. die zweite Note, Seite 170]:

0=a-fB;

¥) Unter der Schwankung einer gegebenen Function verstehe ich
" (nach Riemann’s Vorgang) die Differenz zwischen ihrem Fklesnsten und
grossten Werthe.

21,

22.

23.

24,
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und zwar in solcher Weise, dass alle auf & vorhandenen f
zwischen K und M, andrerseits alle auf § vorhandenen zwischen
M und G liegen, Bezeichnet man also die auf « und 8 vor-
handenen f respective mit f, und f;, so sind die Formeln zu
notiren:

K<f.<M,
M<f<G.

Ob dabei diejenigen Elemente do, in denen f gerade gleich
M ist, zu « oder zu f gezihlt werden, bleibt gleichgiiltig.
Nach den Formeln (10.a, «) ist:

@ W, = [f(dod),, Df, =fo, + & W,;
hieraus folgt durch Elimination von @& W,:
) Bfy = fos + ff(dd)s ’
also nach (24.):
‘ f, =ft. + [f(da) + [f(@B)..

Beachtet man nun, dass die hier auf der rechten Seite auf-
tretenden Grossen:

85, (da),, (dB)
nach (22.) lauter positive Grossen sind, so folgt mit Riicksicht
auf (25.) sofort:

of, < Go, + Mf(de), + G [(dB).,
of = Ks,+ Kf(de), + M[(dB),
oder, was dasselbe ist:

afy <G (s +f(da): +f(dﬁ)8] + (M — G) f(d“)n
of) > K (s, + [(de). + [(@B).) + (M — K) [(dB): -

Offenbar ist der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck
=8+ f (do)s,

=a.

also nach (22.):

Somit folgt: ) , .
o, <TG+ (M — G) [(da),,
of; 2 oK + (M — K) [(dB):,
oder mit Riicksicht auf (23.):



Die Methode des arithmetischen Mittels. 185

,f:ga_@_;})_&@i

20 )
fi>K+ (@ — K)f(dﬁ),
also a fortiori:
<@,
ff2K.

Die hier entwickelten Formeln gelten fiir s@mmtliche
Puncte s der Curve oder Fliche o, d. h. fiir simmiliche
Werthe, welche f° auf 6 iiberhaupt besitzt. Nehmen wir
also an, der kleinste K’ dieser Werthe sei vorhanden im

Puncte s,, und der grisste G’ im Puncte s, so erhalten wir
durch Anwendung der ersten Formel (28.) auf G':

G,=ﬁr < G_(G_K)f(d“)’l

2@ ?
und durch Anwendung der zweiten Formel (28.) auf K':
K=f.>K+ e K) f(dﬁ)-’o,

woraus durch Subtraction folgt:
—K < (@K (1— Lantlabn)

Die Curve oder Fliche ¢ ist nach unserer Voraussetzung
(21.) geschlossen, zweiten Ranges, und keine sweisternige. Wie
also die Theile ¢ und § auch beschaffen sein mdgen, und wo
die Puncte s, und s, auch liegen mogen, — stets wird (vgl.
Seite 173) die Relation stattfinden:

S(da)s, +/(dp)
1— °m =<4,

wo A einen positiven dchten Bruch, die sogenannte Configu-
rationsconstante von &, vorstellt. — Somit erhalten wir:

G'— K’ < (G — K)i.

Die Formeln (29.), (30.) nehmen, unter Anwendung der-

[zum Theil schon in (23.) erwihnten] Bezeichnungen:
K=Minf, K’ = Min f,
G = Maxf, G = Max [,

G — K= Df, G' — K' = Df,

28,
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folgende Gestalt an:

Min f < f < Max f, Df < (Df).
Hieraus ergiebt sich, weil /" zu f in derselben Beziehung
steht, wie f” zu 7, wie [ zu f”, u. s. w., folgendes System
von Formeln:

Minf <f < Maxf, Df' < (D)4,
Min f* <f" <Maxf, Df <(DM)A,
Min < f* < Max f”, Df” < (DF)A,

Min f&-1 < fi) < Max fo=0,  Df® < (Dfe-1)a;

und nunmehr folgt durch Multiplication simmtlicher Formeln

rechter Hand: Dfm < (Df)ar,
also, weil 1 ein dchter Bruch ist:

D /‘( =10 ’
mithin:

£ = Const.

Doch fragt sich, ob dieser constante Werth ein vollig be-
stimmter sei; — denn es wire ja z. B. denkbar, dass f@»
und @D mit wachsendem n gegen verschiedene Constanten
convergiren; u. dgl.

Markiren wir, um ngher hierauf einzugehen, auf irgend
einer Axe zwei Puncte mit den Abscissen X und G, so wird

oy

o x @

das zwischen diesen Puncten liegende Intervall die Schwankung
Df ihrer Grosse und Lage nach ausdriicken..

Denken wir uns nun in solcher Weise die Schwankungen
Df’, Df", Df"”, ..... der Reihe nach geometrisch dar-
gestellt, so zeigt ein Blick auf die Formeln (33.) linker Hand,
dass all’ diese Schwankungen in einander geschachtell sind,
indem jede innerhalb (oder wenigstens in Erstreckung) der
vorhergehenden liegt*):

*) Hinsichtlich dieser Ausdrucksweise vgl. man die erste Note auf
Seite 50.
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__ &

oy
L 2 -

- S ‘ e

o x x x ¢ ¢

Und hieraus folgt sofort, dass die in Rede stehende Con-

stante (36.) eine villig bestimmie ist; sie mag hinfort mit C
bezeichnet werden:
fe) =C

Woeiteres iber die Functionen f®. — Denken wir uns
in Flgur (38.) auf der horizontalen Axe irgend zwei Puncte
o und o’ markirt, von denen der eine zwischen K und G,
der andere zw1schen K’ und G’ liegt, so wird offenbar der
gegenseitige Abstand dieser beiden Puncte Fkleiner als Df,
hochstens gleich Df sein. Diese Bemerkung aber konnen

wir, weil die Puncte ¢ und &’ irgend zwei Werthe der -
Functionen f und f’ reprisentiren, durch folgende Formel

ausdriicken:

abs (f'—f) < Df, '
wobei es vollkommen gleichgiiltig ist, ob jene Werthe / und
' auf der Fliche 6 an der mamlichen Stelle sich befinden,
oder an verschiedenen. Desgleichen wird offenbar:

abs (/" — f') < Df,
abs (f'— ") < Df",

abs (f+b — fo)) < Dy,
und hieraus folgt mit Riicksicht auf (34.):
abs (fo+d) — fim) < (Df)a~.

In &@hnlicher Weise kdnnen wir leicht zu einer allge-
meinern Formel gelangen. Beachten wir nimlich, dass [im

Sinne unserer geometrischen Anschauungsweise (38.)] Df+)

innerbalb Df® liegt, so ergiebt sich sofort:

abs (f(n-hﬂ) — f(")) S Df(") ,
also nach (3;1.): :
abs (fote) — f0) < (Df)an;

39.

40,

41,

43,
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wobei wiederum gleichgiiltig, ob die betrachteten Werthe
f@t» und f™ an derselben, oder an verschiedenen Stellen der
Fliche o sich befinden®). .

Setzt man in dieser letzten Formel, in welcher selbst-
verstindlich p eine positive ganze Zahl bedeutet, die Zahl
p = oo, so folgt mit Riicksicht auf (39.):

abs (C— f®) < (Df)4*;
und hieraus folgt weiter, dass simmtliche Werthe, welche die

Function f™ auf der gegebenen Fliche & iiberhaupt besitet,
der Formel entsprechen:

C— (DA™ < ™ < C+ (D).

Dieser Satz giebt iiber die Beschaffenheit der Function f® eine
anschauliche Vorstellung, und ist zugleich deshalb von Wichtig-
keit, weil er die friiheren Formeln (40.), (41.), (42.), (43.)
tiberflissig macht. In der That konnen jene Formeln als
eine unmittelbare Consequenz des Satzes (44.) angesehen,
und mit Hiilfe dieses Satzes in jedem Augenblick reproducirt
werden. ‘

Untersuchung der Functionen W, — Nach (11.) ist:

W = (oD — o
abs WS < (Df)a»,

Nun reprisentirt W™ das Potential einer auf ¢ ausgebreiteten
Doppelbelegung, mithin einer Belegung, deren Gesammt-
masse’ Null. Hieraus folgt [Theorem (4.) Seite 37], dass

die Extreme der W/” auf ¢ liegen, also dargestellt sind
durch zwei Specialwerthe der W®,. Die fiir simmtliche
W giiltige Formel (45.) wird offenbar auch gelten fiir diese
beiden Specialwerthe, also gelten fiir die beiden Extreme der

W, und a fortiori also auch gelten fiir die wbrigen W,

also nach (41.):

abs W < (Df)ar.

*) Jene Formel (42.) wiirde also genauer so zu schreiben sein:
abs (f" — ") < (Df)2*,
wo 8 und 8 zwei beliebige Puncte der Fliche ¢ vorstellen.
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Aus (45.), (46.) ergiebt sich sofort, dass simmtliche Werthe
WS, W der Formel entsprechen:
W
— (@ g{ ' } <+ @i
Dieser Sate giebt eine deutliche Vorstellung iiber die
Function W ; so zeigt er 2. B., dass
W= W' =0
ist. Auch macht dieser Satz die friiheren Formeln (45.), (46.)

siberflissig, indem er jeden Augenblick zur Reproduction
derselben dienen kann.

Untersuchung der Functionen W™ . — Nach (11.) ist:
WEHD — W = — 175
und hieraus folgt mit Riicksicht auf (42.):
abs (W) — W) < (D)2,
und folglich auch:

abs (W™ — W) < (Df)2",

wo in Betreff des Ueberganges von (49.) zu (50.) Aehnliches
zu bemerken ist wie beim Uebergange von (45.) zu (46.).
Ferner ist nach (11.):

W =1 4 12,
oder, was dasselbe:
20— Wi = (C—f") + (€ — 1),
also mit Riicksicht auf (43.):
abs 2C — W) < (Df)a* + (D),
also a fortior:: -
_abs (20— W) < 2(DN)A7,
und folglich auch:
' abs (20 — W) < 2(Df)a*,

wo der Uebergang von (51.) zu (52.) wieder in analoger
Weise zu bewerkstelligen ist, wie der von (45.) zu (46.). —

Aus (51.), (52.) ergiebt sich sofort, dass simmtliche Werthe

W™, W2 der Formel unterthan sind:

417,

49.

51,

53
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(n)
2C —2(DfHir < { g‘m } < 204 2(Df)a~.
Dieser Satz giebt iiber die Function W™ eine deutliche
Vorstellung, und zeigt 2. B., dass
, W =W =20
ist. - Auch kann man diesen Satz in jedém Augenblick ver-
werthen zur Reproduction der friiheren Formeln (49.), (50.),
(61.), (52.).
Bemerkung. — Die gefundenen Sitze (44.), (47.), (53.)
zeigen, dass die Functionen ) )
W, i, W
mit wachsendem n gegen die constanten Werthe
‘ 0, C, 2C
convergiren, — was sich z. B. bestitigt bei Betrachtung
des Specialfalles f = Const.

§ 1.
Ueber den kleinsten und gréssten Werth, welchen das Potential
einer gegebenen Doppelbelegung annehmen kann.

Nach den Formeln (4.), (5.) ist:

.81
W, =f — 7
Waa:ﬂ, - fn

Wi=f, + ﬂ;
ferner nach (22.), (23.), (29.):

83
0<% <,
K< [ <G
K< <6.

Bezeichnet man die grosste der vier Zahlen
—K,+K, —-G,+ @G
mit L, so folgt aus (55.), (56.) sofort:

—2L < W, < 4 2L,
—2L < W, < 4+ 2L;
—2L < Wi, < +2L.
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Aus den beiden letzten Formeln aber ergeben sich [durch
Anwendung der bekannten Theoreme (4.") und (J.), vgl. den
_ Uebergang von (45.) zu (46.)] sofort die weiteren Formeln:
—2L < W, < +2L,
—2L < W, < 4+2L.
Nun reprisentirt W [vgl. (2.)] das Potential einer Doppel
belegung vom Momente %.. Beachten wir, dass dieses Mo-

ment [nach (56.)] zwischen % und % liegt, sein absolut

grosster Werth also % ist, so gelangen wir durch die For-

meln (57.), (58.) zu folgendem allgemeinen Satz:
Variirt das Moment der auf einer geschlossenen Fliche o
ausgebreiteten Doppelbelegung ewischen den Grenzen

und bezeichnet W, das von dieser Doppelbelegung auf einen
belicbigen Punct x ausgeiible Potential, so werden simmtliche
Werthe W, , W,, W;, W,,, W,, zwischen
—92L..... + 2L

_ gelegen setn. — Bei-Ableitung dieses Satzes ist indessen vor-
ausgesetst, dass die Fliche 6 sweiten Ranges und keine
zweisternige set, und ausserdem vorausgesetzt, dass das
Moment der betrachteten Doppelbelegung auf ¢ iiberall stetig
set [vgl. (1) und (21.)].

Bemerkung. — Man kann leicht die Werthe W,, W,,,
Wi, in noch engere Grenzen einschliessen. Denn aus (53.),
(56.) folgt direct*):

8,

K—-—GgW,gG K,
K—G< W, < G-—K,
2K < Wi < 2G;

8,
*) Obwohl —m—i [nach (56.)] zwischen 0 und 1 liegt, so wiirde es

dennoch-nicht gestattet sein, in der ersten Formel (60.) auf der linken

Seite — % G schlechtweg durch G zu ersetzen. Denn jener Ausdruck

8,
? G wird offenbar bald kleiner, bald grosser als @ sein, jenachdem

G selber positiv oder negativ ist,
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woraus dann weiter folgt:
K—-—G<W,.<G—K,
2K< W L2G.

All' diese Formeln finden eine angenehme Bestitigung durch
Betrachtung des Specialfalles f = Const.

§ 8. A
Ueber die beiden zu Anfang des Capitels genannten Probleme,.

Bei der Behandlung dieser beiden Probleme (Seite ]60)'

halten wir fest an den schon gemachten Voraussetzungen,
indem wir die ¢nnere Seite der gegebenen geschlossenen
Flache ¢ als die -positive betrachten, ferner annehmen, dass
diese Fliche 6 zweilen Ranges und keime zweisternige sei,
endlich annehmen, dass die auf ¢ vorgeschriebenen Werthe
f daselbst diberall stetig seien.

Bezeichnen wir also die Configurationsconstante der Fliche
6 mit 4, so wird dieses 4 ein positiver dchter Bruch sein
(Seite 173). Und bezeichnen wir andrerseits den kleinsten
und grossten jener vorgeschriebenen Werthe f respective mit
K und G, so wird die sogenannte Schwankung

) Df=G—K

sein.

Setzen wir nun:

Gp=—Wo— W, — W eeennnn.. — W,

V=t Wi = Wit W (=)W,
so ist offenbar ®, (ebenso wie W,, W,,...) das Potential
einer gewissen auf ¢ ausgebreiteten Doppelbelegung in Bezug
auf den Punct a, wihrend ¥; das Potential einer gewissen
andern daselbst ausgebreiteten Doppelbelegung auf den Punct
7 darstellt. Die Grenzwerthe dieser Potentiale lauten:

®py = — Waa - Wa’a - Wa’.’y """"" - Wc(x:)

Viom 4 Wiy — Wi Wil -+ -+ (= 1) WD,
und gewinnen mit Riicksicht auf bekannte Formeln (Seite 181)
die einfacheren Gestalten:

¢as == ﬂ - ﬂn+l),

W =fud (= DL
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Nun wissen wir aber, dass die Function £, mit wachsen-

dem n gegen eine Comsfanfe convergirt:
f,‘”) = (. '[vgl. Seite 187].

Und es kann daher kaum noch zweifelhaft sein, dass die
durch die Formeln (3.) definirten Potentiale ®,, ¥; die ge-
suchten Losungen unserer beiden Probleme darstellen werden,
sobald wir die in jenen Formeln enthaltene Zahl % ins Un-
endliche anwachsen lassen. Hierbei aber haben wir die
Wahl, ob wir diese ins Unendliche anwachsende Zahl als
eine ungerade oder als eine gerade Zahl uns vorstellen wollen.
Und jenachdem wir das eine oder das andere thun, gelangen
wir zu verschiedenen Ldsungen.

§ 9.
Erste Losung der beiden Probleme. (Ungerades s.)

Fir ein ungerades n lauten die Formeln (3.), (5.) fol-
gendermassen :

Op=— Wom Wo— Weee---. - W,
= (Wi W)+ (W= W) oo (WD — W),
b,y = fs - fc(ﬂ-l) )
Voo =fi — Y,

oder, falls man # ins Unendliche wachsen ldsst und Riicksicht
auf (6.) nimmt:

= — Wam Wi— Wi —— - in st
¥ = (Wi — W) + (W' — W)+ - - in inf,,
b, =f—C,
VYie=f,—C.

Die unendlichen Reihen (9.) schreiten fort nach Potenzen
des dchten Bruches 4, und sind also comvergenf, wie solches
aus den frither gefundenen Formeln:

abs W& g (G — K)A™, [vgl. (48.) Seite 188},
abs (W& — W) < (G — K)A", [vgl. (50.) Seite 189]

sofort ersichtlich. Und die durch diese Reihen definirten

Potentiale ®,, ¥; besitzen Grenzwerthe, welche nach (10.)
Neumann, Potentisal, 13

10.

11,
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16.

17.
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mit den vorgeschriebenen Werthen f bis auf eine additive

- Constante iibereinstimmen. Folglich sind. jene Potentiale

b, , V; die gesuchten.
Transformation der gefundenen Potentlale — Bekannt-

lich ist:
@ W = [ (do)a,

T W = [f™(do),,

W(") —_ f(’l) + f("-l-l)

I’V.(:) =4 f(n.) + f(n+l)
Wir konnen daher die gefundenen Potentiale &,, ¥; (9.)
mit Riicksicht auf (12.) auch so schreiben:

L Lol et A AR (W

Vi = o JUF =)+ (7 = 1)+ - Ado),
oder mit Riicksicht auf (13.) auch so:
¢a - - _“/i:Wis + Wu + Wlf'v R '](d‘,)a’

q’i=_§ |.W(m+ a,:’+W“lZ +](do)"

oder (was dasselbe) auch so:

[vgl. (10.) Seite 180],
und ferner:

[vgl. (11.) Seite 181].

Oe=— 2 f[Wi, + Wi+ W 420
W=__j[Waa+Waa+ W(Z "']%{’;day

wo 7T'¢ und 7% den Entfernungen (d¢ »— a) und (do »—> 7)
entsprechen, und » die innere oder positive Normale von 6
vorstellt*). -

Nun ist ferner nach bekannten Green’schen Sa.tzen

.[(W“ Q'T“ — I __) de =0, [vgl. (41.8) Seite 19],

do,

oW,
J (Waa aaT T' "a*;g"’) (ZG = 0; [Vg]- (42. d) Seite 21];

*) Die imnere Normale der Fliiche & ist zugleich die positive.
Denn wir haben ausdriicklich [vgl. z. B. (1.)] die innere Seite dieser
Fliche als die positive festgesetat,



Die Methode des arithmetischen Mittels. 195

‘und #hnliche Formeln gelten fir W', W”, W,... Somit
kénnen wir unsere Potentiale (16.) auch 80 darstellen:

o, _____f%a(w +W,,+W;:’ +----)’ Teds,

q’ _ ./{a(w +W1v .””)$_T"do',

wo die in den geschweiften Klammern { } enthaltenen Aus-
driicke eimerles Werth haben; denn es ist:
WP owl)
oy ov
Weitere Betrachtungen. — Da bekanntlich f(d¢), =0
ist*), so konnen wir die Formeln (14.) auch so schreiben:

b= LflO—N) +C—F) +C~F)+ - I@o,

vi=2flr-r+ =)+ =1+ 1@,

wo C die bekannte Constante (6.) bezeichnen soll. Setzen
wir also zur Abkiirzung:

o, = [Z(do)a,
- \l"" =fH((l6);,
so haben =, H folgende Werthe:
=g C—D+C - +C =M+,
=5 =N+ =+ =1+ s

wofiir mit Riicksicht auf (13.) auch geschrieben werden kann:

Z= 2 [20 — Wi) + @C— W)+ @C—WI)+---1],

[vgl. (19.) Seite 182].

H_—_[‘—' aa—‘Wa:_Wz_—""]-

Zufolge (21.) konnen die gefundenen Potentiale ®,, ¥; ange-
sehen werden als die Potentiale zweier Doppelbelegungen,
deren Momente =, H sind.

In den Formeln (18.) haben, wie schon bemerkt, die in

¥) Vgl, Seite 134, -
13

19.

21
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den geschweiften Klammern enthaltenen Ausdriicke emerlei .
Werth. Somit konnen wir jene Formeln auch so schreiben:

o, = [T*Pdo,
Y, = [TiPdag,
wo alsdann P die Bedeutung hat:
Wi+ Wi+ Wi +- )
ov ’
O Way + Wao + Wal 4+
ov :
Folglich kinnen ®,, ¥; auch angesechen werden als die Poten-

tiale ein und derselben cinfachen Belegung, deren Dichtig-
keit P ast.

P=—

a]»—- Eﬂ\—

§ 10. ‘
Zweite Losung der beiden Probleme. (Gerades n.)

Wir werden hier genau in derselben Weise operiren,
wie im vorhergehenden §, nur mit dem Unterschiede, dass
wir statt des ungeraden n ein gerades n anwenden. Gleich-
zeitig wollen wir zur bequemern Unterscheidung statt der
vorhin gebrauchten Buchstaben ®, ¥, =, H, P gegenwirtig
die entsprechenden kleinen Buchstaben ¢, ¥, &, 7, @ an-

wenden. — Fiir ein gerades n lauten die Formeln (3.), (5.)
folgendermassen: '
Gum — Wae Wo— Wi - — W,

=W+ (W —=W)+ (W —W)-- +(WH—Wwih),
Gas = f2 — ﬂ(“+l) »

Yy = fs + ft("+“:
oder falls man # ins Unendliche wachsen lidsst , und Riicksicht
auf (6.) nimmt:

Gom — W Wi — Wy — — - in i,

o= Wi (Wi — Wi+ (W — W) b+ in ot
(pas—'—"'ﬂ—c’
Yis =f'+0'

Die unendlichen Reihen (28.) schreiten fort nach Potenzen
des #échten Bruches 4, und sind also convergent, wie solches
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aus den Formeln (11.) sofort ersichtlich. Und die durch diese

Reihen definirten Potentiale @., #; besitzen Grenzwerthe,
welche nach (29.) von den vorgeschriebenen Werthen f nur
durch additive Constanten sich unterscheiden. Folglich sind
jene Potentiale @., ¥; die gesuchten.

Transformation der erhaltenen Potentiale. — Wir
konnen die gefundenen Potentiale (28.) mit Riicksicht auf
(12.) auch so schreiben:

Po=—Wae o [[F +F +1"+ - 1do),

—+ et JI— )+ (P =)+ - 1),
oder mit Riicksicht auf (13.) auch so: .
Po=— Wo— o [[Wis+ Wil + Wi+ - - - 1 (o),

-+ Wit j[W,;, + Wi+ Wi+ - - )(do),

oder (was dasselbe) auch so:
Bum— Wom o [ (Wi Wit + Wit 128 46,
= Wik [IWet Wi+ Wot 19  ds,

wo T* und T¢ den Entfernungen (do »— @) und (de »— i)

entsprechen, und » die innere Normale von ¢ bezeichnet. -—
Aus (32.) folgt weiter durch Benutzung der Formeln (17.):

a(W,,-l—W"'-*—Wiv.-'-'")
q7a="‘W —_f’ 79 %T“do‘,

f a(W AW +Wv

—+ W+ T i,

wo die in den geschweiften Klammern enthaltenen Ausdriicke,
nach (19.), einerlei Werth besitzen.

Weitere Betrachtungen. — Die Formeln (30.) kéunen
mit Riicksicht auf (12.) .und mit Riicksicht darauf, dass
J(do). = 0-ist, auch so geschrieben werden:

[+ €= +(C =)+ =)+ (do),
b = o | (- =)+ —F ™ =)+ (do).

30.

s,

82,
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Setzen wir also zur Abkiirzung:

Qo = / £(d0)a,
) ¥; =f i (d")t’ ’
so werden £, 9 die Werthe haben:

=g [—f+C -N+C-—)+C =)+ 1,

n=g [+ "=+ =+ =)+,

oder mit Riicksicht auf (13.) auch so darstellbar sein:
b= [+ @C—Wi)+@C— Wi+ -1,

n= 5 [+ 1+ Wi+ Wi+ Wi+ -],

Die gefundenen Potentiale @,, ¥; (35.) sind mithin die Poten-

tiale gewisser Doppelbelegungen, deren Momente &, 5 sind.
Von einigem Interesse sind ausserdem die Formeln (33.),

welche mit Riicksicht auf (12.) die Gestalt annehmen:

9e=— [ (@) — [Teods,
= +f§ (do); -l—fT*'p'da,

wo alsdann ¢ die Bedeutung hat:
OW, + Wi, + Wi+

_ 1

*=a E ’
1 W AW+ W 4
" ov

Denn wir erkennen hieraus, dass (— @.) und (4 ¢;) ange-
sehen werden konnerd als die Potentiale ein und derselben
Masse; diese Masse besteht aus einer einfachen Belegung
von der Dichtigkeit o, und aus einer Doppelbelegung vom

Momente "r;—'
§ 11.
Riickblick auf die soeben erhaltemen Losungen.
Vergleichung zwischen der ersten und zweiten Lésung.

Blickt man zuriick auf die Formeln (9.) und (28.), so er-
giebt sich sofort:
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¢Pa = ¢a 1] Al

v, =V, 4 Wi(w);
oder, weil W{™ = 2C ist [(54.) Seite 190]:

. Qg = b, ,
- . ¥, =V, 4+ 2C.

In der That kann das dussere Problem*), so lange wir uns
auf Potentiale von Doppelbelegungen, also auf Potentiale, deren
Gesammtmasse Null ist, beschrinken, nur einme Losung
haben, zufolge des Theorems (A4.%%4), Seite 38. Und andrer-
seits darf es nicht befremden, dass das innere Problem mehrere
Losungen zuldsst, denn das Theorem (J.%%) existirt nicht,

vgl. Seite 42. .
Einige Bedenken gegen die Zuverlissigkeit der erhalte-

-nen Lésungen. — Dass die Ausdriicke (7.):
__.._W W'___Wn ..... W‘in),
¥ =(Wi—W)H+(WS'—W) ... +(W,(n—l)_Wgn))

die Potentiale gewisser Doppelbelegungen sind, ‘und dass
diese Potentiale den Relationen (8.):

by = f:t - fc(n+l);

Y, = f: - ﬂu+l)

entsprechen, kann, so lange die Zahl » endlich bleibt, nicht
bestritten werden. Hingegen konnen in der einen wie in
der andern Beziehung Bedenken entstehen, sobald man iiber-
geht zu einem wnendlich grossen m. Derartige Bedenken
ﬁbertragen sich von selber auf alle folgenden Kormeln, und
lassen eine genauere Priifung der erhaltenen Resultate wiin-
schenswerth erscheinen.

§ 12,
Sorgfiltige Priifung der gefmidenen Losungen.,
Disposition. — Wir werden zunichst die im Vorher-

gehenden fiir =, H aufgestellten Reihen untersuchen, die
Convergenz derselben darthun, und iiberhaupt nachweisen,

*) Wir bedienen uns der schon auf Seite 160 eingefiihrten Namen,
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dass die durch diese Reihen definirten Functionen =, H auf
der gegebenen Fliche ¢ iiberall stetig sind. — Sodann werden
wir auf der Fliche ¢ uns zwei Doppelbelegungen von den
Momenten = und H ausgebreitet denken, und zeigen, dass
die Potentiale dieser Doppelbelegungen den in unseren Pro-
blemen gestellten Anforderungen Genfige leisten. — Auf
diese Weise wird alsdann das Resultat der ersfen Losung in
voller Strenge als richtig bewiesen sein; und dass man hin-
sichtlich der zweifen Losung Analoges durchfithren konne,
wird sodann keiner weiteren Erliuterung bediirfen.
Die fiir =, H aufgestellten Reihen (22.) lauten:

E=4 C—N+C—F+C—F)+--- in inf]

Wir wollen diese Reihen folgendermassen' darstellen:
Z—Z04Pw,
H = H® 4 ™,
indem wir dabei den sogenannten Restgliedern P™, T die
Bedeutung zuertheilen:

P® — i;_ [(C—fo+)) 4 (C— fO+D) oo oo e in inf],

pxL - % (ot — fo+2) - (F049) — fO+0) 4 . .« in inf.] .
Durch Anwendung der bekannten Formeln:

s (0= <6 =2, ) e 8. 187
abs (f@+p) — f) < (@G — K)in, [vgl. (42.), (43.) 8. 187],

folgt alsdann sofort:
abs P < i;_lg [AvHt 4 Ar+2 4 2049 4 ninf ],
abs T _S_.G_;_If [A+ 4 A% | An45 4 . . in inf)],
mithin a fortiori: A
abs pm < =X f—j ,

G — K *H
& 1—2°

abs T <
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wo der Ausdruck rechts in beiden Formeln derselbe ist. Denkt
man sich nun diesen Ausdruck (was offenbar stets mdglich
ist) durch Vergrosserung von # unter einen beliebig gegebenen
Kleinheitsgrad ¢ hinabgedriickt, so sind die Restglieder P, X(»
ithrem absoluten Betrage nach in simmitlichen Puncten der
Fliache ¢ kleiner als jenes &. Hieraus folgt sofort: nicht
allein die Convergensz der Reihen (40.), sondern auch, dass
die durch diese Reihen definirten Functionen =, H auf der
Fliche ¢ diberall stetig sind*).

Die Potentiale ®,, ¥; der durch =, H definirten Doppel-
belegungen. — Denken wir uns auf der Fliche ¢ zwei Doppel-
belegungen ausgebreitet, deren Momente resp. = und H sind,
und bezeichnen wir die Potentiale dieser Doppelbelegungen
auf #ussere resp. innere Puncte mit ¢, und ¥;:

o, = [=(do),,

¥ = SH(do);,
und erinnern wir uns endlich an die schon bewiesene Stetigkeit
von =, H, so ergiebt sich aus den allgemeinen Eigenschaften
der Potentiale von Doppelbelegungen (vgl. Seite 139 und

*) Hat man nimlich n so weit vergrdssert, dass abs P fiir simm¢-

liche Puncte der Fliche ¢ kleiner als & ist, so werden z. B, fiir irgend
zwei solche Puncte s und s, die Formeln -stattfinden:

() abs P™ < ¢,
(8.) abs PM < e.

Nun kann andrerseits kein Zweifel dariiber stattfinden, dass der ge- i
schlossene Ausdruck

W= (=N (C— )4 (C— M)

eine Function reprisentirt, welche (ebenso wie £, f', f’,...) auf o
tiberall stettg ist; und man kann daher durch gegenseitige Anniherung
der (bis jetzt beliebig gelassenen) Puncte 8 und s, dafiir sorgen, dass

(. : abs (27 — =) <

wird. Sodann aber folgt aus (a.), (8.), (y.) sofort:
() abs [(EM + PP) — (" + PM)] < 3¢,
oder, was dasselbe ist:

(s) .abs (5, — =) < 3s.

D. h. = ist im Puncte s stetig; s war aber ein beliebiger Punct der
Fliche. W. z, z. w.
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namentlich 150), dass die Function @, + &,=, auf 6 dberall
stetig ist, und sodann, dass die ®, inclusive der ®,, ein stetig
zusammenhingendes Werthsystem bilden. Gleiches gilt natiir-
lich von ¥, 4 #,H, und von den ¥;, V¥,,.

Die Grenzwerthe ¢,, und ¥;, der Potentiale ®, und ¥;.
— Nach (40.), (41.), (42.) ist offenbar:

E=glC—NH+C—F)+- - in inf.],
ZW— g [(C— N+ (C =)+ (C—[™)],

und ferner:

PW == — =0,
Somit folgt aus (43.):
- = G — Kt
abs (2 — =) < ——— 1.
Nun représentirt ® das Potential einer Doppelbelegung vom
Momente =. Versteht man also in analoger Weise unter
®® das Potential einer Doppelbelegung vom Momente =),
mithin unter ® — ®® das Potential einer Doppelbelegung
vom Momente = — =, so sind folgende Formeln zu notiren:

o, = [=(do)a,

O = [ =™ (do).,

&, — O = (= — =) (do), .
Solches vorangeschickt, kommen wir nun zu unserm

eigentlichen Gegenstand. — Nach den Untersuchungen der

vorhergehenden §§ steht zu vermuthen, dass die Grenzwerthe
®,, gleich f, — C sein werden. Um uns hieriiber zu ver-

" gewissern, wollen wir die Differenz

0, — (f. — C)

einer nihern Betrachtung unterwerfen, wobei zunichst zu

_bemerken ist, dass diese Differenz in die beiden Theile

O, — O und O — (f, — O)
zerlegt werden kann, — Was den ersten Theil betrifft, so
reprisentirt ® — & (50.) das Potential einer Doppelbelegung,
deren Moment = — =® der in (47.) genannten Relation
entspricht. Hieraus resultirt [nach einem allgemeinen Satz,
Seite 191] eine entsprechende Relation fiir das ‘Potential
selber, namlich folgende:
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1ﬂ+l

abs (¢ — ®W) < 2(G — K) 2y

Und zwar ergiebt sich [aus dem erwiihnten Satze] die Giiltig- ~

keit dieser Relation fiir simmiliche Puncte des ganzen un-
endlichen Raumes, also z. B. auch ihre Giiltigkeit fiir die
Puncte o und as. Mit Bezug auf letztere erhalten wir also:
(n) c * l"+l
abs (&5, — ¥g;) < 2(G —K) 1— .
Was andrerseits den zweiten der Theile (52.) betrifft, so
ist nach (49.), (46.):
o= L O+ (C—F)+ -+ (€= o).,
oder, was dasselbe ist [man erinnere sich an die Formel
f(d6)a = 0, sowie auch an die Formeln (10.), Seite 180]:
O =— W, — W, — W, .. — WP,
mithin :
' O =— Woe — Wi — Wiy — W
hieraus folgt [vgl. (11.), (12.), Seite 181] sofort:
q)‘(lnz —_ ﬂ _ f‘(n-'-l),
oder, was dasselbe ist:
O — (i—=C)=C—f",

und hieraus mit Riicksicht auf eine bekannte Formel [(43.)
Seite 188]:

abs [0 — (f, = 0)] < (G — K)A™H.
Schliesslich fo_]gt*) durch Combination der Formeln (54.)

und (55.f):
- — _ mH
abs [0, — (f,— 0)] < & 1(1)(—31 -

Nun besitzen aber &,, und f, — C fiir jeden Punct s be-
stimmte endliche Werthe (44.a), die selbstverstindlich durchaus

*) Ist abs @ < A, und absy < B, s folgt hieraus sofort:

abs(x+y)§A+B.
In solcher Weise entsteht aus (54.) und (66.f.) die Formel (56.).

53,

55.a.

" 85.¢

55.d

55. e

55.f
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unabhéngig sind von der willkiihrlichen Zahl n. Somit folgt
aus (56.), dass diese beiden Grossen fiir jeden Punct s

" einander gleich sind. Denn wollte Jemand behaupten, ‘es

existire zwischen ihnen ein Unterschied von irgend welchem
Kleinheitsgrade ¢, so wiirde man die Unrichtigkeit einer sol-
chen Behauptung mit Hiilfe der Formel (56.) sofort nachzu-
weisen im Stande sein, indem man in derselben die rechte
Seite durch Vergrosserung von » unter jenes & hinabdriickt.
— Aus (56.) folgt also, dass fiir jeden Punct s die Relation

stattfindet*) :
¢, =f—C.

In analoger Art wird man offenbar auch zeigen kénnen,
dass die Gleichung stattfindet:

Y, —=f,—OC.

*) Man wird vielleicht der Ansicht sein, dass diese Relation (57.)
auf kiirzerem Wege hiitte hergeleitet werden konuen, dass es nimlich
dazu nur der (von dem Uebrigen unabhiingigen) Formeln (5.8, b., .. .f)
bedurft hitte; denn aus der letzten dieser Formeln, nimlich aus (65.1)
ergebe sich, sobald man n = oo setze, sofort die in Rede stehende
Relation. ,

Um genauer hierauf einzugehen, sei zuniichst bemerkt, dass die
Functionen =, ¢, nach (45.), (48.), ausfiihrlicher zu bezeichnen sein
wiirden mit =(®), ®(®), Unsere Aufgabe bestand in der Ermittelung
derjenigen Werthe, welche die Function ® oder ®®) fiir die Puncte
a8 annimmt; und hieriiber haben wir durch die Relation (57.) in der
That Auskunft erhalten; denn dieselbe lautet:

() (o*),, =f,—C.

Aus der Formel (65.f) hingegen wiirde sich fiir » =00 ein ganz
anderes Resultat ergeben haben, nimlich folgendes:

(8) . (©8p=w =1,—C. .

In solcher Weise geschrieben, diirfte der Unterschied klar zu Tage
liegen. — Wir kénnen uns 8o ausdriicken: Die linken Seiten der Rela-
tionen (a.), (B.) beziehen sich beide auf den Ausdruck ®{™, jedoch
mit dem Unterschiede, dass die linke Seite von («.) denjenigen Werth
bezeichnet, welchen dieser Ausdruck annimmt, sobald man darin suerst
n = 00, und sodann a unendlich nahe an s riicken ldsst, wihrend die
linke Seite von (f.) denjenigen Werth bezeichnet, welchen der Aus-
druck annimmt, sobald man die genannten Operationen in umgekehrter
Reihenfolge vornimmt, )
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Hiermit ist alsdann aber dargethan, dass die Potentiale ®,
und ¥; die in unseren Problemen gestellten Anforderungen
wirklich befriedigen.
§ 13.
Einigermassen iibersichtliche Darstellung der Hauptresultate
dieses Capitels.

" Ueber das #ussere Problem. — Ist ¢ eine geschlossene
Fliche, und bezeichnet man die Puncte ausserhalb, awf und
innerhalb 6 respective mit a, s und ¢, so lautet das friiher
besprochene Theorem (A4.%44), oder wenigstens ein specieller
Fall desselben folgendermassen [vgl. Seite 38]:

Sollen die Massen eines Potentials ®, auf oder inner-
haldb o liegen, und die Summe Null haben, und sollen ferner
die ®,, von trgend welchen vorgeschriebenen Werthen f,
nur durch eine unbestimmte additive Constante sich wunter-
scheiden : P, = f, + Const.;
so sind hierdurch sémmitliche Werthe ®, eindeutig bestimmit.

Das sogenannte dussere Problem besteht nun in der wirk-
lichen Berechnung des Potentials ®,, sowie der zugehdrigen
Const. Und diese Berechnung sind wir vermittelst der im
Vorhergehenden exponirten Methode in der That auszufiihren
im Stande, falls die gegebene Fliche ¢ zweiten Ranges und
keine zweisternige ist, und falls ausserdem die vorgeschriebe-
nen Werthe f auf o dberall stetig sind. ‘ Jene

Methode zur Lisung des §ussern Problems ist folgende:
Von den vorgeschriebenen Werthen f ausgehend, bilde man
zuniichst gewisse aufeinanderfolgende Functionen Ww, fm,
indem man zur Bildung der W die Formeln der Columne I.,
andrerseits zur Bildung der f®, ganz nach Belieben, die
Columne II. oder III. verwendet:

I 1I. I11.
Wemt [t@oh, | Wamfi — 1y | Wm i + 1,y
(= i@ | Wom i — £y | Wi i 415
Wimd frr@on,| Wam i, | Wa=r 417,
etc. ete. ete. ete. etc. ete.
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Hier ist zur Abkiirzung g'esetzt:

oT*

oy do= (d6)s -

Dabei bezeichnet « einen ganz beliebigen Punct, und v die
innere Normale der gegebenen Fliche o.

Die in solcher Weise erhaltenen Functionen f™ haben
alsdann die Eigenschaft, dass f(*) eine Coustante ist:

' ' e =C. )
Vermittelst dieser Constante C und vermittelst der Functionen
W® kéonnen wir die Losung des Problems unmittelbar an-
geben. Es ist namlich:

bp=— W, — W, — W, — W, —— ... ,
Const. = — C = — f(=®), ' ~
wo selbstverstindlich unter Const. die friiher in (1.) erwihnte
additive Constante zu verstehen ist. .

Uebrigens konnen wir das Potential &, (4.) noch in
anderer Form darstellen, ndmlich so:

&, = [Z(do).,
wo = den Werth hat:

S=LC-N+C—N+C—+ -1,
= o [EC— W)+ @C— Wi+ @C— W+ 1.

Hierdurch ist alsdann &, dargestellt als das Potential einer
auf ¢ ausgebreiteten Doppelbelegung vom Momente = .
Endlich konnen wir ®, noch in einer dritten Form dar-
stellen, namlich so:
o, = [T<Pdg,
wo P den Werth hat:
1AW, W+ W 4 )

[] v ’
1 d(W W W )
=T s ov ’

wo wiederum v die innere Normale von ¢ bezeichnet. Hier-
durch ist alsdann &, dargestellt als das Potential einer auf
¢ ausgebreiteten einfachen Belegung von der Dichtigkeit P.
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Bemerkung. — Sollte etwa zufilliger Weise die natsir-
liche Belegung von ¢ bekannt sein, so wiirde man die Const.
(5.), statt durch — C, d. i. — f), noch in anderer Weise
darzustellen im Stande sein. Bezeichnet némlich p oder y,
die Dichtigkeit jener natiirlichen Belegung im Puncte s, und
do ein bei s liegendes Flachenelement, so ergiebt sich durch
Multiplication~ der Formel (1.) mit p,de und Integration:

J®uuy:do = [fy.de + (Const.) [y.de .

Nach dem erweiterten -Gauss’schen Satz (Seite 98) ist aber
J®..7.do gleich einer gewissen Constanten I, multiplicirt
mit der Gesammtmasse des Potentials ®,, also = 0; wihrend
andrerseits f y.do = 1 ist. Somit folgt:

0 = [f.7.do + Const.,
Const. = — [f.p.da.

Ist also die natiirliche Belegung der Fliche ¢ bekannt, so
kann man die in (1.) erwihnte Const. nach Belieben durch
(5.) oder durch (10.) ausdriicken. — Uebrigens ergiebt sich
durch Combination der beiden Formeln (5.) und (10.) ein
Satz, welcher (ganz abgesehen von dem gegenwirtigen Problem)
von einigem Interesse sein diirfte, und folgendermassen lautet:
Denkt man sich auf einer geschlossenen Fliche o (die
zweiten Ranges und keine sweisternige ist) irgend welche Function
[ ausgebreitet, die dasclbst iiberall stetig ist, und denkt man
sich ferner, von f aus, die aufeinanderfolgenden Functionen
(565 . ™, ..
in Solcher Weise gebildet, wie in (2.) angegeben, so wird die
Function =) eine Constante sein. Und zwar wird der
Werth dieser Constanten ausdriickbar sein durch das Integral:

. / fivsdo,
wo y die Dichtigkeit der natiirlichen Belegung von 6 be-
geichnet. Nun ergeben sich aber offenbar die Functionen (11.)
auch dann, wenn man, stalt von den f, von den [’ oder von
den f” u. s. w. ausgeht. Somit folgt:

e =/f;y,d6 _—=ff;'y,d6 =ff;"y’do' =,
wo berall y die schon genannte Bedeutung hat.

d. i

10,

11,

12

13,
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Ueber das innere Problem. — Ebenso wie das vorher-
gehende Problem dem Theorem (4.%94) sich anschliesst, in
dhnlicher Weise lisst das gegenwiirtige dem Theorem (J.7%¢)
sich anlehnen. Dieses lautet [vgl. Seite 105]:

Sollen die Massen eines Potentials Q; auf oder ausser-
halb ¢ liegen, und sollen ferner die Q:, irgend welche vor-
geschriebemen Werthe f, besitzen:

Qi s = f: )
so sind hierdurch simmiliche Werthe Q; eindeutig bestimmd.

Das sogenannte innere Problemn besteht nun in der wirk-
lichen Berechnung des Potentials Q;. Und diese Berechnung
sind wir vermittelst der im Vorhergehenden exponirten Methode
in der That auszufiihren im Stande, falls die gegebene Fléiche
6 zweiten Ranges und keine zweisternige ist, und falls ausser-
dem die vorgeschriebenen Werthe f auf o iberall stetig sind. Jene

Methode zur Lisung des innern Problems ist folgende *):
Man bilde, von den vorgeschriebenen Werthen f ausgehend,
wiederum die in (2.) genannten Functionen W®), f®  gsowie
auch die in (3.) erwiihnte Constante C. Alsdann hat das ge-
suchte Potential Q; folgenden Werth:

Q= C (Wi — W)+ (WS — Wi (W — W)

Wir konnen, falls es uns beliebt, diesen Werth noch in
anderer Form darstellen, nimlich so :

Q= C + [H(do),,

oder (was auf dasselbe hinauskommt) auch so:

. (¢

%= [ (% +H)@o), i
wo (do); die schon bei (2.) erwéhnte Bedeutung hat, und
H den Werth besitzt: ’

==+ =)+ =)+,
—— A (Ward Wi WS+ Wi 4.

*) Man bemerkt sofort, dass das gegenwiirtige Q; zu unserm friithern
¥, in der Beziehung steht:

Q=¥,+0C.
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Hierdurch ist alsdann Q; dargestellt als das Potential einer
auf ¢ ausgebreiteten Doppelbelegung, deren Moment = §5+ H.

Endlich konnen wir das Potential Q; (15.) noch in einer
dritten Form darstellen, nimlich so:
Q.-=C+fT"Pda,
wo P den Werth besitzt:
1 W, + W+ Wi+

P=—wa =" '
1 O W+ Wa +WE 4
B A

unter v wiederum die innere Normale von ¢ verstanden.
Hierdurch ist alsdann Q;, abgesehen von der Constanten C,
dargestellt als das Potential einer auf ¢ ausgebreiteten ein-
fachén Belegung von der Dichtigkeit P.

§ 14.-
Anwendungen der Methode des arithmetischen Mittels.
Elektrostatische Aufgaben.

Bei den nachfolgenden Untersuchungen wollen wir an-
nehmen, die gegebene geschlossene Fliche ¢ (die Oberfliche
des zu betrachtenden Conductors) sei sweifen Ranges und
keine sweisternige. Denn andernfalls wiirde unsere Methode
des arithmetischen Mittels nicht brauchbar, oder wenigstens
ihre Brauchbarkeit nicht erwiesen sein.

Erste Aufgabe: Es soll die Vertheilung der Elektricitits-
menge Eins auf einem isolirten Conductor bestimmt werden,
falls keine dusseren Krifte einwirken.

Mit anderen Worten: Es soll die sogenannte natiirliche
Belegung des Conductors ermittelt werden.

Wir bezeichnen, ebenso wie friiher, die chhtlgkelt der
natiirlichen Belegung mit y, ibr Potential mit TT, und den
- constanten Werth von TT im Innern des Conductors mit I,
Auch bedienen wir uns der Bezeichnungen %, a, «, §, ¢, j
und s, 6 in dem frither (Seite 31) festgesetzten Smn

Offenbar gelten fiir das unbekannte Potential TT die Be-
dingungen:

Neumann, Potential, 14

19.
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{ (Gesammtmasse von TT) =1,
My=T,

wo [ eine noch unbekannte Constante ist. Trotz dieser
mangelnden Kenntniss von I sind die Werthe TT, durch jene
beiden Bedingungen wvollstindig bestimmt [zufolge des Theo-
rems (A4.%94) Seite 38]. Durch Bestimmung der TT, ist ' aber
mitbestimmt; und wir konnen daher sagen, dass durch jene
beiden Bedmgungen (3.) sowohl die T, als auch T eindeutig
bestimmt seien.

Wir wollen nun TT wirklich zu berechnen versuchen, mit
Hiilfe unserer Methode des arithmetischen Mittels; wobei
allerdings zu bemerken, dass wir vermittelst jener Methode
immer nur Potentiale von Doppelbelegungen, also nur solche
Potentiale ermitteln konnen, deren Gesammtmasse — O ist;
wihrend fiir TT die Gesammtmasse den Werth 1 hat [nach 39}

Um diesem Uebelstande abzuhelfen, filhren wir statt Tl
die Differenz ein:

Ua———Tg—na)

wo ¢ irgend einen festen Punct innerhalb des Conductors
vorstellen soll*). Dieses U, ist alsdann das Gesammtpotential
der mit (— 1) multiplicirten natiirlichen Belegung und eines
in ¢ gedachten Massenpunctes (4 1); und entspricht daher
den beiden Bedingungen:
(Gesammtmasse von U,) =0,
{ U,=T5—T,

wo [ eine unbekannte Constante vorstellt. Trotz dieser
mangelnden Kenntniss von I sind die Werthe U, durch die
Bedingungen (5.) eindeutig bestimmt [zufolge des Theorems
(4.943), Seite 38]. Denn wir konnen jenes Theorem mit
Bezug auf die hier vorliegenden Verhiltnisse folgendermassen
aussprechen:

*) Der Ausdruck T7? reprisentirt dus Potential einer in ¢ concen-
trirten Masse Eins. Doch kdnnen wir ebensogut diese Masse Hins
im Innern der Fliche ¢ beliebig vertheilen, oder auf der Fliche selber
nach einem beliebigen Gesetz ausbreiten. Stets wird das Potential P,
dieger Massen dieselben Dienste zu leisten im Stande sein, wie T2. In
der That kann man in den folgenden Betrachtungen durchweg jenes
specielle Potential T2 durch dieses allgemeinere Potential P, ersetzen.
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Sollen die Massen eines Potentials U theils auf, theils®
tnnerhalb o liegen, und die gegebene Summe Null be-
sitsen, und sollen ferner die U, von den vorgeschriebenen
Werthen Tg nur durch eige unbckannte additive Comstante
differiren, so sind hierdurch die U, eindeutig bestimmd.

Gelingt es uns also, ein Potential U, zu ermitteln, wel-
ches den Bedingungen (6.) geniigt, so werden wir sicher sein,
" das richtige zu haben. Ein jenen Bedingungen geniigendes
Potential U, kann nun aber in der That gefunden werden,
mit Hiilfe der Methode des arithmetischen Mittels.

Setzen wir nimlich:
f [ B T aq ) - )
und bilden wir nun, von diesen vorgeschricbenen [ ausgehend,
in bekannter Weise die sich anlehnenden Functionen:

w, T,
'Wl’ u,
WII’ flll,

so werden die Bedingungen (5.), (6.) erfiillt durch folgende
Werthe:
Ui=—-Wo— W, — W) — W, — — - .- - ininf. |
= f®). [vgl. Seite 206].
Hieraus aber ergiebt sich mit Riicksicht auf (4.):
Mi=Td4+ W+ W, + W)+ W, + - - -ininf,
Fr=f=;- :

und schliesslich:
ot

P
wo N die #ussere, und v die innere Normale vorstellt.

Diese Formeln (10.), (11.), (12.) liefern simmtliche Gréssen
MM, I, , um deren Berechnung es sich handelte.

Bemerkung. — Man kann mit Hiilfe der vorstehenden
Formeln sehr leicht die Dichtigkeiten derjenigen Belegungen

angeben, welche resp. die Potentiale TT,, U, und 7¢ hervor-
14*

— 2%y = —aa%, ‘oder: 4 2@y =

10.

11,

12.
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aufen. Zunichst folgt aus (12.) durch Substitution des Werthes
von TT (10.):

1 AT+ WHW LW LW~

oK M ?
so dass man also die Formel TT, = f T.ydo folgendermassen
schreiben kann*)-

T, ——2_6:)- T, a(Tq+W+W-'_a:V’+W + ),.ddt
Was ferner das Potential U, (8.) betrifft, so kann man das-
selbe nach ‘den bei der Methode des arithmetischen Mittels
entwickelten allgemeinen Sitzen [vgl. (8., (9.) Seite 206]
auch so darstellen:

Y LS ES AR LALIRI PN
v

Endlich folgt durch Addition von (14.), (15.) und mit Riick-

- sicht auf (4.):

AT — WA W W AW — .

)
us do .

Tq=—

Demgemdiss reprdsentirt also

g_ 1 a(Tq—W-I—W'—W".+W"'_+....)
= 35 P R

die Dichtigkeit derjenigen DBelegung, welche in Bezug auf alle
dusseren Puncte dquipotential ist mit einer in q concentrirt
gedachten Masse Eins. — Die analytischen Ausdriicke der
Dichtigkeiten 3 und ¢ [(13.) und (17.)] zeigen eine merk-
wiirdige Aehnlichkeit.

Zweite Aufgabe: Es soll die Vertheilung der Elektricitiits-
menge Null auf einem isolirten Conductor berechnet werden,
falls von Aussen her unverdinderliche Krdfte cinwirken, deren
Potential F gegeben ist.

Bei Behandlung dieser Aufgabe werden wir die in der
vorhergehenden Aufgabe bereits berechneten Werthe von
TT, T, y als bekannt voraussetzen diirfen,

*) Ob man in (18. ) und (14.) unter W, W', ... die dusseren Grenz-
werthe W,,, W,,, ... oder die snneren Grenzwerthe Wi Wepyoon

verstehen will, ist ga.nz gleichgiiltig, zufolge des Satzes (48. 8), S. 140
Gleiches ist zu bemerken hinsichtlich der Formeln (15.) und (16.)
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Bezeichnen wir die Puncte ausserhalb, auf und innerhalb
des Conductors respective mit @, ¢ und 7, so muss das
Potential Q der gesuchten Belegung den Bedmgungen ent-
sprechen:

Q + Fi =K,
Q + F, =K,

wo K eine unbekannte Constante vorstelll. Um K zu er-
mitteln, multipliciren wir die letzte Gleichung mit y4d¢ und
integriren. In der so entstehenden Formel:

[Qvado + [Foysda =.K_fy.,do'
ist das erste Integral gleich der mit ' multiplicirten Gesammt-
masse des Potentials Q, also = O [vgl. den erweiterten Gauss-
schen Satz, Seite 98]; ausserdem ist [y,d6 = 1. Somit folgt:
K=[F,p,do,-
womit K berechnet ist.

Was nun ferner Q betrifft, so ist [zufolge des Theorems
(A.99d) | Seite 38] Q, eindeutig bestimmt durch die beiden Be-
dingungen:

{ (Gesammtmasse von Q) = 0,
Q= — F, + K.

Gelingt es uns also, ein diesen beiden Bedingungen ge-
niigendes Potential Q, zu ermitteln, so sind wir sicher, das
richtige zu haben. Ein solches den Bedingungen (21.) ent-
sprechendes Q, sind wir nun aber in der That zu ermitteln
im Stande, mit Hiilfe unserer allgemeinen Methode des arith-
metischen Mittels.

Setzen wir ndmlich:

fo=— F, ’
und bilden wir, von diesen Werthen f ausgehend, die sich
.anschliessenden Functionen:

W’ f}
w1

so werden die Bedingungen (13.) erfiillt durch die Werthe:
Qe — Wam Wi — W — Wi —— ...
K = — f=); [vgl. Seite 206];

19.

21,

22,
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wodurch K zum zweiten Mal bestimmt ist; denn eine erste Be-
stimmung haben wir schon in (20.) erhalten.
Gleichzeitig mit Q, und K ergiebt sich auch die Dichtig-
keit 0 der gesuchten Belegung. Diese niamlich ist:
§o— . L XWAW' + W7 ..
[] 1
wo v die innere Normale von ¢ bezeichnet®).

Dritte Aufgabe: Es soll die Vertheilung einer gegebenen
Elektricititsmenge M auf einem disolirten Conductor ermittel
werden, falls von Aussen her unverdnderliche Krdfte einwirken,
deren Potential F gegeln ist.

Bei Behandlung dieser Aufgabe werden wir die in den
beiden vorhergehenden Aufgaben bereits berechneten Werthe
von TT, I,  und Q, K, 0 als bekannt voraussetzen diirfen.

Das Potential U der gesuchten Belegung hat fiir alle
Puncte ¢, 6 den Gleichungen zu entsprechen:

U:; 4 F; = Const.,
U, + F, = Const.;

so dass sich also fiir U die Bedingungen ergeben:-

) , [vgl. 8. 206],

% (Gesammtmapsse von ) = M,
Us = — F, - Const.

Durch diese beiden Bedingungen ist U, eindeutig bestimmt,
zufolge des bekannten Theorems (A4.%49),

Diesen Bedingungen (26.) wird aber geniigt, sobald
man setzt:

Us = Q. + MTI,;

wie sich solches sofort ergiebt, falls man nur beachtet, dass .
Q und TT die Eigenschaften besitzen [vgl. (21.) und (3.)]:
; (Gesammtmasse von Q) = 0, { (Gesammtmasse von TT) =1,

Q = — F, 4 K;

Nachdem U, gefunden ist, kann man nun leicht auch die

Dichtigkeit der in Rede stehenden Belegung ermitteln.
Vierte Aufgabe: Es soll die elektrische Vertheilung auf

einem zur Erde abgeleiteten Conductor ermittelt werden, falls

g =

*) In Betreff der Formel (23.) ist dieselbe Bemerkung zu wieder-
holen, wie in der Note auf Seite 212.
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auf denselben vom Aussen her unverdnderliche Krifte ein-
wirken, deren Potential I gegeben ist.

Bei Behandlung dieser Aufgabe konnen wir wiederum
die in den beiden ersten Aufgaben bereits berechneten Werthe
von TT, I, y und Q, K, 0 als bekannt voraussetzen.

Das Potential ¥ der gesuchten elektrischen Belegung
muss fiir alle Puncte 7, ¢ den Gleichungen entsprechen:

Vi + F'. = 07

Vo+ Fo=0;
go dass sich fiir ¥ die Bedingung ergiebt:

Vo= —F,.
Durch diese Bedingung ist V,, ausser im singuliren Fall*),
eindeutig bestimmt [zufolge des Theorems (4.7%), Seite 101].

Dieser Bedingung (31.) wird aber entsprochen, wenn
man setzt: -

' Vo= Qo — & T,

wie ein Blick auf die Formeln (28.) augenblicklich erkennen
lasst. — U. 5. w.
§ 15.

Weitere Anwendungen der Methode des arithmetischen Mittels,
Elektrodynamische Aufgaben.**)

Wir wollen nach wie vor annehmen, dass die geschlossene
Fliche o zweiten Ranges und keine zweisternige sei. Zugleich
wollen wir ihre innere oder positive Normale mit v, ihre
dussere Normale mit N bezeichnen. Auch die iibrigen Be-
zeichnungen %A, @, «, §, ¢, j und s, 6 mbgen in genau dem-
selben Sinn wie frither uns dienen (Seite 31). Solches voran-
geschickt, gehen wir iiber zu einer neuen Classe von Auf-
gaben.

Erste Aufgabe. — Auf ¢ ist eine einfache Belegung
von der Gesammimasse O ausgebreitet. Cfesucht wird eine auf

¥) Selbstverstindlich kommt diese Restriction nur dann zur Geltung,
wenn es sich um die analogen Betrachtungen in der Ebene handelt.

**) In der That wird man leicht erkennen, dass die Aufgaben,
welche wir in diesem § behandeln werden, in unmittelbarer Beziehung
stehen zu gewissen Problemen der Elektrodynamik. Vgl, iibrigens die
niichstfolgende Note.

31,

32,
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6 ausgebreitete Doppelbelegung, die mit jener in Besug auf
alle Puncte a dquipotential ist.
Ist V' das Potential der gegebenen einfachen Belegung,
8o konnen wir mit Hiilfe der Methode des arithmetischen
Mittels eine Doppelbelegung finden, deren Potential W der
Bedingung entspricht:
Was = ¥V, + Const.

Solches ausgefiihrt gedacht, haben die Potentiale W, und 7,
einerles Gesammtmasse (nimlich die Gesammtmasse 0), und
bis auf eine additive Constante auch einerlei Werthe an der
iiussern Seite von 6. Hieraus aber folgt, dass jene Potentiale
fiir alle Puncte a identisch sind [nach dem Theorem (4.2d4),
Seite 38]. ' ‘

Die von uns durch die Methode des arithmetischen Mittels
bestimmte Doppelbelegung, deren Potential W genannt wurde,
ist also die gesuchte. .

Zweite Aufgabe. — Auf oder ausserhalb o sollen
irgend welche Massen ausgebreitet werden, deren Polential U
auf der innern Seite von ¢ der Bedingung entspricht:

oU
) ov fs
wo die [ vorgeschriebene Werthe bezeichnen*).

Soll diese Aufgabe iiberhaupt losbar sein, so miissen die
gegebenen Werthe f der Voraussetzung entsprechen:

Jfdo=0;
wie solches aus einem der Green’schen Sitze [(41.a), S. 19]
augenblicklich folgt.
Denken wir uns auf ¢ eine einfache Belegung von der

Dichtigkeit —2% , und gleichzeitig eine Doppelbelegung von

noch unbestimmtem Moment u ausgebreitet, und bezeichnen
wir die Potentiale d‘ieser Belegungen respective mit ¥ und
W, so ist nach bekannten Sitzen:

= -

*) Wir konnen. offenbar diese Aufgabe (35.) auch so aussprechen:
Es soll die Vertheilung des elektrischen Stromes in einem homogenen
Conductor bestimmt werden, falls die Einstrémungen an der Oberfliche
des Conductors allenthalben gegeben sind.
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V
2 =1
W+_3.N_=Q [vgl. (48.4), 8. 140] ;
und folglich:
W L4 W—-V

Nun ist aber nach (36.) die Gesammtmasse der einfachen Be-

legung gleich O; folglich konnen wir, nach der bei (34.) ex-

ponirten Methode, die noch disponible Doppelbelegung*) so
bestimmen, dass die Potentiale beider Belegungen V und W
fiir alle Puncte a identisch sind’

Solches ausgefiihrt gedacht, ist offenbar E)_(V%Z_) =0;
so dass die Formel (37.) iibergeht in:
W=7
ov =f-

Folglich ist das gesuchte Potential U = W — V, mithin die
Aufgabe gelost**).

Dritte Ayfgabe. — Auf 6 ist eine einfache Belegung
von beliebiger Gesammimasse ausgebreitet. Gesucht wird eine
auf & ausgebreitete Doppelbelegung, die mit jemer in Besug
auf alle Puncte i dquipotential ist.

Ist V das Potential der einfachen Belegung, so konnen
wir nach der Methode des arithmetischen Mittels eine Doppel-
belegung finden, deren Potential W der Bedingung entspricht:

m:= .Va-

Solches ausgefiihrt gedacht, haben die Potentiale W; und V;
einerlei Werthe auf der innern Seite von ¢; woraus folgt,

*) D. h. das noch disponible Moment u"dieser Doppelbelegung.

**) Blicken wir nochmals zuriick auf die eben bewerkstelligte L&-
sung, 80 besteht unsere Methode im Wesentlichen in der Reduction
der gegebenen Aufgabe auf eine gewisse andere Aufgabe, welche
letztere so lautet: Es soll auf der gegebenen Fliche o eine Doppel-
belegung ausgebreitet werden, welche mit einer daselbst bereits vorhande-
nen einfachen Belegung fiir alle dusseren Pumcte dquipotential ist. —
Das Verdienst, aut diese Reduction zuerst aufmerksam gemacht zu
haben, ist Helmholtz zuzuschreiben. Vgl. den schon frither citirten
Aufsatz in Poggendorff’s Annalen, Bd. 89, Seite 230,

87

89,
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dass jene Potentiale fiir alle Puncte 7 ynter einander identisch
sind [Theorem (J.2%), Seite’105]. U. 8. w.

Vierte Aufgabe. — Auf oder innerhalb o sollen irgend
welche Massen ausgebreitet werden, deren Potential U auf der
dussern Seite von 6 der Bedingung entspricht:

U _
oN =1

“wo die f vorgeschriebene Werthe bezeichnen.

" Eine besondere Bedingung, wie frither in (36.), in Be-
treff der Werthe f hinzuzufiigen, ist hier kein Grund vor-
handen.

Denken wir uns auf ¢ eine einfache Belegung von der
Dichtigkeit —é% , und gleichzeitig eine Doppelbelegung voun
noch unbestimmtem Moment u.ausgebreitet, und bezeichnen

wir die Potentiale dieser Belegungen respective mit 7 und
W, so ist:

oV | av.

33_?’ + Ql’_ =0; [vgl (48.9), S.140] ;
und folglich:

3(W V)+0(W V) =f

Nun konnen wir, nach der in (39.) angegebenen Methode,
die noch disponible Doppelbelegung der Art bestimmen, dass

ibr Potential W fiir alle Puncte 7 identisch wird mit V.
Solches ausgefiihrt gedacht, ist alsdann a—(—l%':—m =0;
so dass die Formel (41.) iibergeht in:

oWw—V)__
oN

Folglich ist das gesuchte Potential U= W — V.

" § 16.
Die analogen Probleme in der Ebene.

Mit Bezug auf eine 'in der Ebene gegebene geschlossene
Curve ¢ konnen wir offenbar vier Probleme aussprechen,
welche den im vorhergehenden § behandelten .analog, und,
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ebenso wie jene, vollstindig bestimmt sind. Zur Losung dieser
Probleme konnen, wie leicht zu iibersehen, genaw dieselben
Methoden, und auch genau dieselben Formeln, wie im vor-
hergehenden § benutzt werden. Nur ist natiirlich darauf zu
achten, dass die Grossen
@, Tz, (do),— %ﬁ— do

in der Ebene andere Bedeutungen haben, als im Raume;
wie solches aus unseren fritheren Festsetzungen (Seite 16)
sofort ersichtlich.

Unter den analogen Aufgaben der Ebene mag insbe-
sondere eine erwihnt werden, welche eine gewisse physi-
kalische Bedeutung besitzt und folgendermassen lautet:

Auf oder ausserhalb einer geschlossenen Curve 6 sollen
irgend welche Massen ausgebreitet werden, deren Logarith-
misches Potential U auf der z’nnerr\; Seite von o der Be-

dingung entspricht:

ou_

ov I
wo die [ vorgeschriebene Werthe bezeichnen, und v die
innere Normale von & vorstellt.

In der That erkennt man sofort, dass diese Aufgabe in
unmittelbarer Beziehung steht zu einem bekannten Probleme
der Elektrodynamik®). Zugleich aber erkennt man, dass diese
Aufgabe genau in derselben Weise behandelt werden kann
wie die Aufgabe (35.).

*) Dieses Problem besteht in der Bestimmung der Vertheilung des
elektrischen Stromes in einer von ¢ begrenzten leitenden ebenen Fliche,
falls die beiden Stellen, an denen der Strom in die Fliche ein- und
austritt, beliebig gegeben sind.

41,
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Ueber die von Beer angegebenen approximativen
Methoden.

Als Einleitung in dieses Capitel mag es gestattet sein,
den kurzen aber wichtigen Aufsatz, welchen Beer im Jahre
1856 veroffentlicht hat*), mit unbedeutenden Modificationen **)
von Neuem zu reproduciren. In demselben heisst es: .

,yBins der wichtigsten Probleme in der Statik der Elek-
ptricitit und des Magnetismus besteht darin, die Vertheilung
yauf oder in einem Korper zu finden, der keine Coéreitiv-
,Krifte hat und unverénderlichen inducirenden Kriften unter-
m,worfen ist; auf dasselbe ldsst sich die Bestimmung der Ver-
»theilung bei einem Systeme zuriickfilhren, das aus indu-
pcirenden und inducirten Korpern beliebig zusammengesetzt
»ist. Ich habe mich bisher vergeblich nach einer allgemeinen
pund directen Methode, jene Aufgabe zu losen, umgesehen,
yund theile daher hier eine solche mit, auf die ich durch das
»Princip der elektrischen und magnetischen Bilder hingefiihrt
,wurde, mittelst dessen Thomson auf dusserst elegante Weise
»die elektrischen Verhiltnisse zweier Kugeln, sowie die
»magnetische Vertheilung in einer unbegrenzten ebenen Platte
,behandelt hat. Ich betrachte zunichst die elektrische In-
, duction.”

*) Nimlich in Poggendorf’s Annalen, Bd. 98, Seite 137, unter dem
Titel: Allgemeine Methode zur Bestimmung der clekirischen und magne-
tischen Induction.

*%) Ich lasse diese Modificationen, welche sich namentlich auf die
in den Formeln angewendeten Buchstaben beziehen, nur eintreten,
um eine bessere Uebereinstimmung mit den iibrigen Theilen des vor-
liegenden Werkes hervorzubringen, und durch diese Uebereinstimmung
unndthigen Schwierigkeiten vorzubeugen.

.
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»Es sei also ¢ eine leitende Fliche; eine solche verhilt
»8ich wie die Oberfliche eines Conductors, wenn die indu-
pcirenden Massen ausserhalb des letztern liegen, und sie
,yerhilt sich, wenn sie abgeleitet wird, wie die Fliche einer
,Hohlung, welche inducirende Massen -einschliesst. Das
, Potential des inducirenden Idioelektricums sei F. Die von
»irgend einem Puncte ausgehenden Leitstrahlen mogen mit
,»7 bezeichnet werden. Ferner sei v die innere, und N die
,aussere Normale der Fliche ¢.%

»Wenn nun erstlich der idioelektrische Korper ausserhalb
»der Fliche ¢ liegt, so findet nach einem bekannten Green-
,»8chen Satz fiir jeden Punct des von ¢ umschlossenen Raumes
»die Formel statt:

_ 1 [(oF de |
Fe=——g)o v+ T 55

»Wo F’ den Werth hat:
’ 1

ey ' [ 7’7 4

=+ 1, v 49

»Die Function F’ ist offenbar selbst wiederum eine Potential-
»function, und der Ausdruck AF” verschwindet allenthalben
»im Innern von ¢. Dabei leuchtet ein, dass F’ — welches
minnerhalb ¢ zwischen dem grossten und kleinsten Werthe
sliegt, den die Function F auf der Fliche ¢ selbst an-
»nimmt*) — im Allgemeinen gleichformiger als F verlauft“**).

»Wenden wir auf F’ den Satz (1.) an, so kommt:
F/ - — _l_ aF' dﬂ +FII,

4m v r

*) Diese von Beer hier ohne Beweis aufgestellte Behauptung ist
nicht allgemein richtig. In der That ist es leicht, bestimmte Beispiele
anzugeben, in denen sie wmrichiig ist. Beer hat wahrscheinlich still-
schweigend die Voraussetzung gemacht, dass der in der letzten Formel

1

unter dem Integralzeichen enthaltene Ausdruck 7} fiir alle Elemente

do esnerles Vorzeichen habe, — was offenbar im Aligemeinen nicht der

Fall ist.
: **) Die Hinfilligkeit der vorhergehenden Behauptung iibertrigt
sich auf diese Behauptung der grdssern Gleichformigkeit.
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» WO /' ai
' 1 A .

»und die Function F” zeigt innerhalb ¢ eine geringere Ver-
,anderlichkeit als F".“ ’

»Die Fortsetzung der bisher vorgenommenen Operationen
»und die Combination der allmihlig zum Vorschein kommen-
,den Gleichungen liefert:

Fe — Lf81F+F'+F"----+ﬁ"“") de | pw,

4xn oy T
» Wenn die Anzahl der Operationen, d. i. die Zahl n wichst,
,»80 nihert sich der letzte Ausdruck rechter Hand F(® einer
neonstanten Grisse K, und somit ergiebt sich folgende be-
.,merkenswerthe Entwicklung der Potentialfunction:
F=.K— l_fa(F+F"+F"+-~-ininf) do

4m ov r?

,» W0 man hat:
1

o —
, 1 r

1

" 1 , r

K — F®, «
,Ohne Weiteres ergiebt sich aus Obigem fiir die Dichtig-
»keit H derjenigen particuliren Ladung des Conductors, bei

,welcher im Innern des Conductors das Potential den Werth
» K hat:

1 yF+F 4+ F' 4. ininf)
H=+ in ov

,Und eben diese Ladung erzeugt in einem ausserhalb des

,» Leiters gelegenen Puncte das Potential:

U=+‘/.H;‘l¢;' «

,Wenn nun zweitens die inducirenden Massen innerhalb
,der Fliche ¢ liegen, so findet man fiir die ausserhalb gelege-
»nen Puncte mittelst eines Green'schen Satzes die Gleichung:
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1 F+F +F"4---F*N, a6 (
F = Tax ) AN T T + o,

»WO 1

’ 1 r
F=+;‘; F‘a‘N—dG,

1
a_..
’” 1 ’ r
»F —_—_+4—; /F BN do,

»Im Gegensatz zu dem vorhin behandelten Falle nihert sich
,hier das F™ mit wachsendem n der Grenze Null. Es er-
,»giebt sich also hier, wie dies auch zu erwarten war, nur
,eine einzige Losung, nimlich:
F_ 1 [UF+F 4 F .. ininl) do
= T a=n oN r

,, Fiir die Dichtigkeit H der Elektricitit, die auf der Klache
,6 inducirt wird, wenn letztere abgeleitet wird oder als Be-
»grenzung einer Hohlung anzusehen ist, findet man ferner:

Hem g L OFHF A F 409

i e oN
, Und -das Potential der inducirten Elektricitat fiir den ganzen
,ausserhalb ¢ befindlichen Raum ist = — F.¢

wZur Verification der obigen Resultate eignet sich vor--

nziiglich ein sphdrischer Conductor. Bei einem solchen ldsst
»sich F stets nach den Laplace’schen Kugelfunctionen ent-
»wickeln, und kann man mit Hiilfe der fiir diese bestehenden
,»Theoreme die simmtlichen Integrationen leicht ausfithren.”

» Kine besonders nahe liegende Anwendung findet die
»gelieferte Entwicklung der Potentialfunction bei der Frage
»,hach der Anordnung der Elektricitit auf einem Systeme von
pngeladenen Conductoren. So ergiebt sich z. B. Folgendes
»fir einen einzigen isolirten Conductor: Man denke sich die
,Oberfliche desselben gleichformig mit positiver Elektricitat
»von der Dichtigkeit Eins belegt. Das aus dieser Belegung
mentspringende Potential sei . Alsdann driickt sich die
, Dichtigkeit % der Ladung, welche allenthalben im Innern
»des Leiters das Potential % erzeugt, wie folgt aus:

8.

11.
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1= (1 + L @<if’_:|:_i‘s_':|:_8é';+__‘.;; in i"f-)) .

k9

,»Hier bedeuten §’, ", §, .... und & diejenigen Grossen,
»welche zu dem gegebenen Potential ¥ genau in derselben
,»Beziehung stehen, wie in (5.) ¥, F", F” ..., und K
»zum Paotential F.¢

»In Betreff der magnetischen Induction begniigen wir
,ouns hier mit der Mittheilung des Resultates, welches sich
»in dem Falle ergiebt, wo der inducirte Korper nicht
»krystallinisch ist, und der inducirende Korper ganz ausser-
»halb des inducirten liegt.”

»Es sei wiederum F das inducirende Potential, ¢ die
,» Oberfliche des inducirten Korpers. Die Inductionsconstante,
»solche in dem Sinne genommen, wie sie Green in seinem
» Essay nimmt, werde durch g bezeichnet. Zunichst findet
,man dann, dass Alles sich genau so verhilt, als ob das
peinzelne Element des inducirten Korpers fiir sich genommen,
»lediglich dem folgenden Potentiale ausgesetzt wire:

é[uF+n’F’+u3F"+...],

»wo %, F') F”, . . . die Bedeutungen haben¥):

Adng
81zg ’

/

"_+4u F—da

K =

*) An einer andern Stelle, niimlich in seiner ,,Finleitung in die
Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus und die Elektrodynamsk
(Braunschweig 1865, Seite 169) bemerkt Beer, dass die Constante x
zur Poisson’schen Magnetisirungsconstante ¥ in der Beziehung stinde:

3k
142k )

s0 dass also offenbar —4-:—9-——- k 1st.

”’ =
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» Ferner ergiebt sich folgende einfache Darstellung der Wir-
pkung des inducirten und des inducirenden Korpers. Man
»belege die Oberfliche ¢ mit magnetischem Fluidum von der
»Dichtigkeit : + IF42F +x2F" ...

4n ov ?
»und bezeichne das von dieser Belegung herrithrende Potential
pdurch @. Ausserhalb des inducirten Korpers herrscht als-
»dann das Gesammtpotential:

F4 9.
»Und der magnetische Zustand des einzelnen Elementes im
pinducirten Korper ist genau derselbe, als ob das Element
»keinem andern Einflusse unterworfen wire, als dem des
ials: 3—2
»Potentials: - _1: : (F+ Q).

»Die drei letzten Formeln gehen natiirlich, wenn x = 1 ge-
»8etzt wird, in die der statischen Elektricitit iiber.“

» Wendet man die obige Methode auf den Fall einer un-
»begrenzten ebenen Platte an, so stdsst man sofort auf die
»von Thomson fiir eine solche gelieferte Entwicklung.“

So weit Beer. — Meine Untersuchungen im gegenwirtigen
Capitel werden nun der Hauptsache nach in zwei Theile
zerfallen. . :

Erster Theil: Ucber die Beer'sche Methode zur Bestimmung
der elektrischen Induction. — Diese Methode ist von der
im vorhergehenden Capitel exponirten Methode des arith-
metischen Mittels wesentlich verschieden, wie sich z. B. deut-
lich herausstellt bei Behandlung des sogenannten &#ussern
und innern Problems (Seite 160). Denn wihrend man ver-
mittelst der Beer'schen Methode nur das eine Problem auf
das andere zu reduciren vermag, gelangt man, wie frither
gezeigt wurde, durch die Methode des arithmetischen-Mittels
zur wirklichen Losung der beiden Probleme*), — Vor allen
Dingen ist nun aber die Unsicherheit der Beer'schen Argu-
mentationen zu urgiren **), und zu untersuchen , ob (trotz dieser
Unsicherheit) die von Beer gegebenen Entwicklungen con-
vergent und brauchbar sind. Ich werde zeigen, dass solches

¥) Man findet die betreffenden Siitze auf Seite 235 und 243.
*+) Vgl. die Noten auf Seite 221.
Necumann, Potential. 156

16.

17,
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in der That der Fall ist, sobald die Oberfliche des inducirten
Korpers diberall convexr und keine zweisternige ist™).

Zweiter Theil: Ueber die Beer’sche Methode zur Be-
stimmung der magnetischen Induction®™). — Ich werde
nachweisen, dass die Convergenz und Giiltigkeit dieser Me-
thode keinem Zweifel unterliegt, sobald die Oberfliche des
inducirten Korpers den eben genannten Bedingungen (19.)
entspricht, welchen Werth die Magnetisirungsconstante ***) des
Kprpers auch immer haben mag. Sodann aber werde ich weiter
zeigen, dass diese Methode auf jede deliebige Fliche anwendbar
ist, falls nur jene Magnetisirungsconstante einen gewissen,
durch die Natur der Fliche bedingten Kleinheitsgrad nicht
iiberschreitet.

Bemerkung. — Alle Untersuchungen des gegenwirtigen
Capitels beziehen sich zundchst nur auf den Raum, sind
aber leicht iibertragbar auf die analogen Probleme der Ebene.

§ 1.

Die elektrische Induction durch &ussere Massen, behandelt
nach der Methode von Beer.

Erste Aufgabe. — Es soll die Vertheilung der Elektricitiits-
menge Null auf einem isolirten Conductor bestimmt werden,
falls von Aussen her unverdnderliche Krifte einwirken , deren
Potential F gegeben ist.

Nach einem bekannten Green’schen Satz [(41. ¢), S. 19]
ist der Werth des gegebenen Potentials F' in irgend einem
Puncte 7 darstellbar durch):

¥) Es sind dies dieselben Einschrinkungen, wie bei der Methode
des arithmetischen Mittels, Vgl. Seite 163, 164, namentlich auch die
Note auf Seite 164.

*) Der Kiirze willen mag es mir gestattet sein, diesen Namen zu
brauchen. Denn genau genommen ist die hter 2u besprechende Methode
allerdings mit der Beer'schen nahe verwandt, aber doch nicht un-
mittelbar identisch mit derselben.

**#¥) Ich verstehe unter der Magnetisirungsconstante eine Constante
K, welche zur Poisson’schen Constante & in der Beziehung steht
3k
K=¢ 1=k °
1) Die Oberfliche des Conductors mag ¢, ihre innere Normale »,
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1 oF ,
- E=—WfT.a—vd6+E,
wo F/.die Bedeutung hat.

i 1 [
‘=2mfF da=2ij(da)i.

Dieses F; ist das Potential einer gewissen auf & ausge-
breiteten Doppelbelegung, und kann offenbar in gleicher
Weise behandelt werden, wie ;. Hierbei wird alsdann ein
neues Potential Fy” zu Tage treten, welches wiederum wie
F; behandelt werden kann. U. s. w. U. s. w. Wir ge-
langen .daher zu folgenden Formeln:

F ’ ’
Fi—— fTa do + F,, F/ = [Foay,
oF' ” 1 [
Fr— 2mJT' 8 4o+ F!, Fi= [Fdo),

n— F( n n, 1 ‘
FY— mea 55 ' ds +F” F,,”=§5—‘/F<"—D(da),-;

und finden hieraus durch Addition:

1 WF+F 4+ F"....4 FoY, "
E=—2——m-ng - P d6+lp‘( .

Gleichzeitig ergeben sich, ebenfalls auf Grund eines bekannten
Green’schen Satzes [(41. ), Seite 19], die Formeln:

oF
f'—aT d" = O,
oF '
./‘W_ d6 == O,
woraus folgt: T

j'a(F+ FAF o FO o

ov
Wollten wir nun — mit Beer — die jedenfalls noch
einer ndhern Discussion bediirftige Annahme machen, dass

und ihre dussere Normale N heissen. Ferner mdgen alle Puncte des
ganzen unendlichen Raumes, jenachdem sie ausserhalb, auf oder inner-
halb ¢ liegen, respective mit a, s oder ¢ bezeichnet sein. Auch mag
das Gebiet der Puncte @ mit 9%, das der Puucte ¢ mit § benannt
werden. Vgl Seite 31.

15¢

»
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die Function F™ mit wachsendem n gegen cine Constante
K convergirt, so wiirden die Formeln (5.), (7.) fiir %= oo
die Gestalt annehmen:

Fi+ [T:Hde =K,

fHdc=O,
wo:
W ! QF+F +F 4. ininf)
T ov ’

und hieraus wiirde folgen, dass H die Lisung der gestellten
Aufgabe, ndmlich die Dichtigkeit der gesuchten elektrischen
Verthetlung sei.

Bemerkung. — Die Formeln (2.), (3.), ... (7.) sind ab-
geleitet aus den erwahnten Green’schen Sitzen [(41.e«, &)
Seite 19], mithin ebenso wie diese Sitze als hervorgegangen
zu betrachten aus einer urspriinglich iiber den innern Raum
3 sich ausdehnenden Integration. Hieraus folgt, dass in all’
jenen Formeln unter den F'™ die Werthe auf der innern
Seite von 6, d. i. die Werthe F® zu verstehen sind. Dies
ist allerdings gleichgiiltig fiir F' selber, von Wichtigkeit aber
fir die #wbrigen Potentiale F'®™ | némlich fir F', F”, F"....;
denn diese letzteren riihren her von Doppelbelegungen, und
besitzen also zu beiden Seiten der Fliche 6 sehr verschiedene

(%)
Werthe. — Was daneben die Ableitungen a—g;f betrifft, so

(%)
kann man fiir dieselben nach Belieben die :' oder die

e F™
b} nehmen, weil beide einerles Werthe haben¥).

v
? Die Beer’sche Annahme. — Um den fortlaufenden Faden
unserer Betrachtungen nicht zu unterbrechen, gehen wir
sofort zu weiteren Aufgaben iiber, indem wir die Discussion
jener noch ganz hypothetischen Beer’schen Annahme (8.) auf
spatere Zeit verschieben.

Zweite Aufgabe. — Es wird gesucht die sogenannte natiir-
liche Belegung des gegebenen Comductors, — d. i. die Ver-
theilung eciner dem Conductor mitgetheilten Elektricititsmenge
Eins fiir den Fall, dass keine dusseren Krifte vorhanden sind.
" %) Vgl. die allgemeinen Eigenschaften der Potentiale von Doppel-
belegungen (Seite 139, 140).
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Wir werden diese Aufgabe dadurch losen, dass wir die
vorhergehenden Betrachtungen und Formeln einer gewissen
Specialisirung unterwerfen. All’ jene Betrachtungen bleiben
némlich giiltig, wenn wir die das gegebene Potential F' er-
zeugenden (die sogenannten inducirenden) Massen der Ober-
flache des Conductors ndher und ndher riicken lassen, und
schliesslich auf dieser Fliche selber nach irgend welchem Gesetz
uns ausgebreitet denken. Bezeichnen wir die Dichtigkeit
dieser Oberflichenbelegung mit (° ihre Gesammtmasse mit
M0, und *) bezeichnen wir ferner die Werthe, welche
F, F, F”, ....H, K in diesem speciellen Fall annehmen,
mit den entsprechenden deutschen Buchstaben:

F T, T -6 8,
go folgt aus (9.) sofort:
&+ JTi¢do =8,
SCde =0,
wo ¢ die Bedeutung hat:
1 9@+8 +§ " +----ininf)
€= 5y .

2®

Addiren wir zu den Formeln (14.) die aus der Definition von
G0 M® (13.) entspringenden:
ST:6do = i,
J&'de = MO,
JSTi(C" + G)do =8,
J (& +©)do = o,
oder, was dasselbe ist:
S Tyds =g,
f ydo=1,
wo p die Bedeutung hat:

so erhalten wir:

@46
i
Aus (17.) erkennen wir sofort, dass y die Lisung der ge-
stellten Aufgabe, nimlich die Dichtigkeit der natiirlichen Be-

*) Man kann die Dichtigkeit G° nach Belieben entweder als eine
stetige Function des Ortes auf der Oberfliche oder als eine Constante
sich vorstellen.

13.

14,

15.

16.

17,

18,
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legung reprisentirt. Doch beruht die Zuverlassigkeit dieses
Resultates wiederum auf der noch zu discutirenden Beer’schen
Annahme (8.).

Dritte Aufgabe. — Fssoll die Vertheilung der Elektricitits-
menge M auf einem isolirten Conductor ermittelt werden, falls
von Aussen her uncerinderliche Krdfte einwcirken, deren Potential
F gegeben ist.

Addiren wir zu den Formeln (9.) die mit M multiplicirten
Formeln (17.) hinzu, so folgt:

Fi+ fT.(H+ My)do — K + g%,
J\H+ My)do = M;
woraus ersichtlich, dass
H+ My
die Dichtigkeit der gesuchten Vertheilung vorstellt. Von
Neuem aber ist zu bemerken, dass die Zuverlassigkeit dieses
Resultates auf der noch fraglichen Beer'schen Annahme beruht.

.§2
Ueber die von Beer gemachte hypothetische Annahme.

Denken wir uns die aufeinander folgenden Kunctionen

gebildet:

(a) F;, = T;;J Fdo):,
" 1 [,

(®.) F = -.ij (do);,
- 1 2

(e I.. = ;-.—&»,—fF (IG).-,

(
ete. etc. ete.

wo rechter Hand unter den F, F', F”, . . . die Werthe
auf der inmern Seite von ¢ zu verstehen sind [vgl (11.)].

so besteht jene Beer'sche Annahme (8.) darin, dass die Function
F{” mit wachsendem n gegen eine Constanfe convergire. —
Um naher hierauf einzugehen, bezeichnen wir die Werthe
des gegebenen Potentials F' speciell auf der Oberfliche des
Conductors mit f, indem wir setzen:

F0=f8=f;
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und bilden sodann, von f aus, die bekannten Functionen
fsf - .., indem wir setzen:

(@) fraoy=r +1,
®) frao. =1+,
() —;ij"(dﬂ)ia= v+ 1
ete. ete.
7 vgl. (2.) Seite 205.

Ist die Oberfliche des Conductors eine Fliche zweiten
Ranges und keine zweisternige, so ist bekanntlich:

@) = Const., = C [vgl. Seite 206],
und ferner:
abs (f® — C) < A*Df, [vgl Seite 188],

wo A die Configurationsconstante jener Oberfliche , und Df
die Schwankung der Function f vorstellt¥).
Die Formel (22.a) kann mit Riicksicht auf (23.) auch

1

so geschrieben werden: F; = T f f(do);. Hieraus folgt,

wenn man ¢ nach s riicken lasst: F;, = 2% ff (d6)is, also mit
Riicksicht auf (24.a): F}, = L—L—_f’ **). Demgemiiss haben wir

die Formeln:

' 1 ] , ’
F; =Wff(do)i, F,=1tL

Substituiren wir diesen Werth von F;, in die Gleichung (22.b),
so ergiebt sich mit Riicksicht auf (24.a, b):

*) Wir verstehen [vgl. (23.)] unter den f nur diejenigen Werthe,
welche das Potential F' gpectell auf ¢ besitzt, Die Schwankung Df
ist daher = G — K, wo G den gréssten und K den kleinsten der-
jenigen Werthe bezeichnet, welche F' auf ¢ besitzt.

**) Wir unterdriicken den Index s, sobald solches unbeschadet der
Deutlichkeit moglich ist, und schreiben also z. B, fiir f3, f,’ kurzaweg:

fif.

26.

27.a
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b ff-l-f' (do):, F‘;___ML

Substltun'en wir nun diesen Werth von Fy; in (22.c¢), so
folgt mit Riicksicht auf (24.a, b, ¢):

2.0 Eln — Wj%’t_f_ (d“),, E’;' J— f+ 3f "l"sgf' +f R

U.s. w. U.s w. — Wir tiibersehen bereits das einfache
Gesetz, nach welchem diese Formeln fortschreiten, und werden*
also z. B. fir F/” den Werth erhalten:

3. F};"=__[f_|_ f4 2D +f(n)],
Hieraus folgt durch Subtraction der identischen Gleichung:
0=2_[0+ 0+”(”—‘)0 ...... +0]
sofort

2

FP— =3 [(F=O+ (F—O+" 32— 0)- +(f9-0)],
und hieraus mit Riicksicht auf (26.):

nabs(F—C) < [1 REL L LIRS +1"]Df,
d. i.
. abs (F1 — 0) < (57)'Dr.

Wenn aber die inneren Grenzwerthe des Potentials F'™ — C
dieser Relation Geniige leisten, so muss nach einem bekannten
Satz [Theorem (J.), Seite 40] Gleiches gelten von all’ seinen
inneren Werthen, also die Formel stattfinden:

" abs (F — 0) < (*37)"Dr.

Bereits zu Anfang dieser Betrachtungen [bei (25.)] haben
wir die Voraussetzung gemacht, die gegebene Oberfliche ¢
sei zweiten Ranges und keine zweisternige." Aus dieser Vor-
aussetzung folgt, dass die Configurationsconstante 4 ein dchfer

Bruch, mithin ! '; * ebenfalls ein dchter Bruch ist. Und

mit Riicksicht hierauf folgt aus (31.), (32.), dass {3’ und F™
mit wachsendem n gegen die Constante \C convergiren. Also:

3. FP=FP =0C.
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Hiermit haben wir die Richtigkeit der Beer’schen An-

nahme (8.) erwiesen, und-nebenbei gefunden, dass K = C ist; -

— — jedoch immer nur unter der Voraussetzung, dass die
gegebene Oberfliche zweiten Ranges und keine zweisternige sei.

§ 3.
Behandlung des friiher betrachteten &ussern Problems mit
Hiilfe der Beer'schen Methode.

Sollen die Massen eines "Potentials ®, auf oder inner-
halb o liegen und die Summe Null haben, und sollen ferner
die ®,, von irgend welchen vorgeschriebenen Werthen f,
nur durch eine unbestimmie additive Constante sich unter-
scheiden :

/ ¢a: = ﬂ + Const. H
so sind hierdurch simmitliche Werthe ®, eindeutig bestimmid.

Es soll sich hier nun handeln um die Losung des so-

genannten dussern Problems (vgl. Seite 205), d. i. um die

wirkliche Berechnung des Potentials ¢,. Zu diesem -

Zwecke wollen wir zuvorderst annchmen, dass irgend ein
Potential F'. dusserer Massen bekannt sei, welches auf o die
vorgeschriebenen Werthe f besitzt:

Fo=f=f.
Solches vorausgesetzt, bilden wir, von diesen Werthen (36.)
aus, die aufeinander folgenden Functionen F', F”, F”, ... .,

genau wie frither (4.). Alsdann ist nach (5.), (7.):
Fi=— [T:H"de 4 F®,
0= [Hwdg,

wo H® die Bedeutung hat:

H® = 1 JF+F 4 F" .- 4 Fr)
T2 v

Es sei nun U™ das Potential der Belegung H™ auf dussere
Puncte:

UP =[T.H"do.
Lassen wir in (37.) und (40.) die Puncte ¢ und a nach irgend
einem auf ¢ gelegenen Puncte s riicken, und addiren wir
sodann die beiden Formeln, so folgt:

817.

89,

40.
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F, 4 UR =FY,

" oder, weil F;, = F,=f, (36.) ist:

(n) F"(':) —f-
Hieraus*) aber folgt fur n = oo und mit Riicksicht auf (33.):
Uy’ =C—f,.

Folglich reprisentirt — U.") das gesuchte, den Bedingungen
(34.) entsprechende Potential. In der That erkennen wir aus
(42.), dass dieses Potential auf ¢ die Werthe f, — C besitat,
und ferner aus (38.), dass die Gesammtmasse dieses Potentials
Null ist. — Wir konnen also iiber die Losung des &ussern
Problems nach der eer'schen Methode uns folgendermassen
expliciren :

Man bilde, von den vorgeschricbencn Werthen f, oder F,
(36.) aus_qehend die aufeinander folgenden Functionen:

F; = 4 [ P,

F/ = 2‘,‘,‘/‘F(da),,

wo (rechter Hand) unter F F’ . . die Werthe auf der
innern Seite von 6 zu verstehen smd; und setze:

y R L (n—1)
Ué"’=2%‘/1’a dF+F +F + 7" a6

v

Alsdann wird das gesuchte Potential &, (34.) den Werth
haben: &, = — Ul

Bemerkung. — Diese Beer'sche Methode ist, wie aus
unseren fritheren Betrachtungen folgt (vgl. den Schluss des
vorhergehenden §), mit Sicherheit nur dann anzuwenden,
wenn die gegebene Fliche ¢ zweiten Ranges und keine zwei-
sternige ist. — Ausserdem aber ergiebt sich noch eine weitere

¥) Was die Formel (41.) betrifft, so ist die Schreibweise U("’ exgent-
lich unndthiger Luxus. Denn U™ ist nach (40.) das Potential einer
einfachen Belegung, so dass man also fiir die einander gleichen Werthe
U(") und U"' kurzweg U(") schreiben konute. — Hingegen ist die
Schrelbwelse F("’ durchaus nithig, weil F™ nach (4.) das Potential
einer Dappelbelegung vorstellt, mithin F(") und F(") verschiedene
Werthe haben.
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Beschrinkung. Ihre Anwendbarkeit beruht nimlich auf der
von uns gemachten Annahme (35.), dass ein Potential F
dusserer Massen ermittelt sei, welches auf ¢ die vorgeschriebe-
nen Werthe f besitzt. Denn andernfalls wiirden wir den in

44.) erforderlichen Differentialquotienten —QE nicht zu bilden
q ov

im Stande sein. Die Ermittelung eines solchen Potentials
F ist aber offenbar gleichbedeutend mit der Losung des innern
Problems; so dass wir also, Alles zusammengefasst, iiber die
Anwendbarkeit der Beer'schen Methode uns folgendermassen
zu expliciren haben:

Bezeichnet 6 eine geschlossene Fliche, welche zweiten
Ranges und keine zweisternige ist, und sind auf dieser
Fliche irgend welche Functionswerthe [ in stetiger Weise
ausgebreitet, — so wird, trotz all’ dieser Eimschrinkungen,
das dussere Problem mit Hiilfe der Beer'schen Methode nur
dann losbar sein, wenn die Liosung des immern Problems
bereits bewerkstelligt ist.

Es wird also durch die Beer’sche Methode nur das eine
Problem auf das andere reducirt; — wdhrend die von mair
gegebene Methode des arithmetischen Mittels eine wirkliche
Losung der beiden Probleme ermiglicht.

Zweite Bemerkung. — Die Formel (41.) kann mit Riick-
sicht auf (28.) auch so geschrieben werden:

U = = [f+ eV f(.)] —f,

wo der Kiirze willen bei £, f7, f”, . . . . der Index s unter-
driickt ist. Substituirt man hier fiir das allerletzte Glied rechter
Hand, nidmlich fiir £, den damit identischen Ausdruck:

fog [T+ 2052 ]
so folgt:
1 [ (f—r +—_ D —fy _'_(f(n).._f)];

woraus z. B. fiir n = 3 sich ergiebt:

U2 =g 30 =N +3¢" =N+ " =]

46.

417,
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*
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Es ist fatal*), dass die f, f, ', f~ hier nur in Form
ihrer Differenzen sich vorfinden. Denn wire das niché der
Fall, besisse also [, die Form:

G =eaf +B1' + 2 + oF,
s0 wiirden wir, nach Hinzufigung der bekannten friiheren

Relationen:
lV,,, = f - ’
Wai=f" —F, [vsgl S. 205),
Wo—f" —f",

vier Gleichungen haben, die wir nach f, £, ', f~ auflosen
konnten. In solcher Weise wiirden wir z. B. fiir ' einen
Ausdruck erhalten von der Form: .

f=AUZ +BW., +TW., + AW,
wo A, B, I, A (ebenso wie @, 8, 7, 8) bestimmte Zahlen
wiren; und hieraus wiirden wir alsdann zu folgern haben, dass

O, =AU +BW, +T W, +AW,”
die Losung des Problems sei, so dass wir also in solcher Weise

zu einer strengen Losung des Problems in geschlossener
Gestalt gelangen wiirden.

§ 4.

Die elektrische Induction durch innere Massen, behandelt nach
der Methode von Beer.

Aufgabe. — Auf einen schaalenformigen Conductor
mogen unverdnderliche Krifte einwirken, welche thren Sitz in
dem innern Hohlraum haben, und deren Potential F ge-
geben ist. Es soll die unter solchen Umstinden auf der innern
Begrenzungsfliche 6 des Conductors eintretende elektrische
Vertheilung niher bestimmt werden.

Bei dieser Aufgabe ist es gleichgiiltig, ob ausser den
durch F reprisentirten Kriften vielleicht noch andere Kriifte
vorhanden sind, welche ihren Sitz in dem den Conductor

¥*) Man wird diese Ausdrucksweise insofern passend finden, als die
in Rede stehende Unannehmlichkeit ohne Zweifel ihren tiefern Grund
hat, also nicht als eine zufillige anzusehen ist.
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uns den Conductor isolirt oder zur Erde abgeleitet denken ; —
wie solches unmittelbar folgt aus gewissen fritheren Be-
trachtungen [vgl. Seite 80 bis 83]. Ueberhaupt kénnen wir auf
Grund jener damaligen Betrachtungen die vorliegende Auf-
gabe einfacher so aussprechen:

Dieselbe Aufgabe in anderer Form. — Der unendliche
Raum sei durch eine geschlossene Fliche ¢ in zwei Theile
A und § zerlegt, und simmtliche Puncte des Raumes seien,
jenachdem sie innerhalb %, auf &, oder innerhalb & liegen,
respective mit a, s oder ¢ bezeichnet. Innerhalb § sind irgend
welche Massen M vorhanden, deren Potential F bekannt ist.
Es soll die Fliche 6 in solcher Weise mit Masse belegt werden,
dass das von dieser Belegung und den Massen M herriikrende
Gesammitpotential fiir alle Puncte a constant ist.

Behandlung der Aufgabe. — Wir wollen zunichst das
gegebene Potential ' der Massen M einer gewissen Trans-
formation unterwerfen. Nach einem Green’schen Satze [(42. ¢),
Seite 21] ist:

wo F, die Bedeutung hat:
.1 oT, 1 oT,
F, =2—m‘fF5N<d6=—2—mfFa_yd6=_— F(da)a’
wo N die dussere, und » die innere Normale von 6 bezeichnet*).

Behandeln wir nun F, in dhnlicher Weise wie F,, u. s. w.,
so gelangen wir zu folgenden Formeln:

Fa_—me, T do 4+ Fy, F,.'____fz«"(da)a,

Fi=—L f 7,8 45+ B, Fi=—_2L [F o),

n— F( " » :
Fr—— L Taa ® 404 5, T — g | P (o).
Hieraus folgt durch Addltmn

" (n—1)
Fa=_—fT Wk P T T g 4 B

*) Ueberhaupt sind alle Bezeichnungen genau dleselben wie friiher,
vgl. die letzte Note auf Seite 226,

&
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Ferner ergiebt sich, wiederum durch Anwendung eines Green-
schen Satzes [(42.a), Seite 21]:

f“’" de— — 2o M,

cN
j‘gﬁ' de =0,
J'}g:'dc =0,
mithin:
WF4F + LD g — —2wM;

wo unter M die Summe der gegebenen inneren Massen M zu
verstehen ist¥).

Wollten wir nun — mit Beer — annehmen, dass die
Function F® mit wachsendem n gegen eine Constante K con-
vergire, so wiirden die Formeln (6.), (8.) fir n = oo die
Gestalt annehmen:

F.+ [T.Hde =K,
SHdo = —M,

H ! ¢ F+F 4+ F" 4---.ininf)
Y oN )

und hieraus wiirde folgen, dass H die Dichtigkeit, und — M
die Gesammimasse der gesuchten Belegqung set.

Bemerkung. — Die Formeln (3.), (4.), ... (8.) sind
simmtlich abgleitet aus den vorhin erwahnten Green’schen
Sitzen [(42.a, &), Seile 21], mithin ebenso wie diese als
hervorgegangen zu betrachten aus einer urspriinglich iber
den dussern Raum U sich ausdehnenden Integration. Hieraus -
folgt, dass in all’ jenen Formeln unter den F™ oder F{™ die
Werthe auf der dussern Seite von ¢, d. i. die Werthe F.7
zu verstehen sind. Dies ist fiir solche Potentiale, welche,
wie F', F”, F", ... . von Doppelbelegungen herriihren,
offenbar von Wichtigkeit, weil dieselben zu beiden Seiten

WO:

*) Es soll also M die sogenannte Gesammimasse des Potentials F
bezeichnen. Andrerseits ist ¥, zufolge (4.), das Potential einer auf o
aunsgebreiteten Doppelbelegung, mithin die Gesammimasse dieses Po-
tentials F' gleich Null. Solches zur Erliuterung der Formeln (7.).
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der Fliche 6 verschiedene Werthe haben. Was die Ableitungen

oF ) . . . . . . .
betrifft, so ist es einerlei, ob man fiir dieselben die

oN

oF™ . oFm™

7;—' oder die — < nimmt*).
§ 5.

Ueber die zweite von Beer gemachte hypothetische Annahme.

Diese in (9.) ‘erwihnte Annahme bezieht sich auf die
Function F.”, welche definirt war durch die Formeln:

(@) —— & [Fao,
(b F/ ——. L f F'(d6)a,
@ B = f 2 (do).,,

wo unter F', F', F”, . .. dle Werthe auf der diussern Seite
zu verstehen sind; vgl. (12).

Und zwar besteht die Annahme darin, dass die Function F®
mit wachsendem # gegen eine Conmstante convergire. Um

niher hierauf einzugehen, bezeichnen wir die Werthe des

gegebenen Potentials F speciell auf ¢ mit f, indem wir setzen:

F,=f=f1,

und bilden alsdann, von f aus, die bekannten Functionen
5 " ... vermittelst der Formeln:

(a.) %‘/}‘ (dd)a, =f —f,

@ ff@=f 1,

. © L ffae.=r—f
ete. ete.
vgl. (2.) Seite 205.

¢) Vgl. die allgemeinen Eigenschaften der Potentiale von Doppel-
belegungen (Seite 139, 140).

18,
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Diese Functionen f, f*, f”, . . . besitzen, falls die Fliche ¢
sweiten Ranges und keine sweisternige ist, die bekannten
Eigenschaften:

f ) = C)

abs (f® — C) < 1+ Df,
wo A die Configurationsconstante von 6 bezeichnet.
Aus (13.a) folgt mit Riicksicht auf (14.) und (15.a):

F=— & frae., Fa=15T.

Substituiren wir diesen Werth von F, in die Bormel (13. b),
80 folgt mit Riicksicht auf (15.a, b):

_ Y—f v f—2f 1"
.__f do)., Fu—I=2L+I"

Substituiren wir diesen Werth von F,; in die Formel (13. c),
so folgt mit Riicksicht auf (15.a, b, ¢):

B = g [I2M A Gy, Ry = IS

[vgl. Seite 187, 188],

U. s. w. U. s. w. — Hieraus erhalten wir allgemem.
B = [(= 1+ 2G50 (= 1],
oder, falls wir die identische Gleichung:
0=— [0——0+ se—le. . (— 1)»0]

in Abzug bnngen ‘
F= L [(—0— 3=+ 13~ 0) -+ 1))
Hieraus folgt mit Riickblick auf (17.):

abs F < L [1 EELY PRI ) P 1~] Df,
d i

abs F{ < (‘L:éd)"pf.
Wenn aber die dusseren Grenzwerthe des Potentials 7™ dieser
Relation Geniige leisten, so muss nach einem bekannten

Satz [Theorem (A4.), Seite 37] Gleiches auch gelten von all’
seinen #usseren Werthen, also die Formel stattfinden:

abs F" < (J—J;—‘)" Df.
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Da nun die Fliche o, nach unserer bereits frither [bei (16.)]
gemachten Annahme, zweiten Ranges und keine zweisternige

ist, mithin 2 und 2* dehte Briiche sind, so folgt aus (22.),

(23.), dass F.? und F,i"’ mit wachsendem n gegen Null con-
vergiren. Also:
FP) =F=0.
Hiermit haben wir die Richtigkeit der Beer’schen An-
nahme (9.) erwiesen, und nebenbe: gefumden, dass die Con-
stante K =0 1ist; — jedoch tmmer nur unter der Voraus-

seteung, dass die Fldache ¢ zweiten Ranges und keine zwei-
sternige ses.

8 6.
Behandlung des friiher betrachteten innern Problems mit
Hiilfe der Beer'schen Methode.

Solleﬁ die Massen eines Potentials Q; auf oder ausser-
halb o liegen, und sollen ferner die Q;, zrgend welche vor-
geschriebenen Werthe f, besiteen :

la = f:! )
so sind hierdurch simmtliche Werthe Q; eindeutig bestimmt.
Es soll sich hier nun handeln um die Losung des soge-
nannten innern Problems (vgl. Seite 208), d.i. um die wirk-
liche Berechnung des Potentials Q;. Zu diesem Zwecke
"wollen wir zuvorderst anmmehmen, dass irgend ein Potential

F inmerer Massen bekannt sei, welches auf ¢ die vorge-
schricbenen Werthe f besitzt:

F—f—f.
Solches vorausgesetzt, bilden wir von diesen Werthen (27.)
aus die aufeinanderfolgenden Functionen F”, F”, F'" .
ebenso wie frither (5.). Alsdann ist nach (6.), (8.):

F,=— [T,H"de 4+ F",
M= — [H™dg,

wo M die Summe jener das Potential F' erzeugenden Massen
vorstellt, wihrend H® den Werth hat:

1 (F4+F +F"....4 il
Hw — 4 L SEL T A B $ FOTY)

Neumann, Potential. 16

.« ey

26.

27,

30.
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Es sei nun U™ das Potential der durch H™ bestimmten Be-
legung auf innere Puncte:

U = [T:H"do .
Lassen wir in den Formeln (28.) und (31.) die Puncte ¢ und
¢ nach einem auf ¢ gelegenen Puncte s riicken, und addiren .
wir sodann die beiden Formeln, so folgt:

F,+ U =F2,
oder, weil F,, = F,=f, ist (27.):
U =F3 —f..
Hieraus aber folgt fiir » = oo, und mit Rilcksicht auf (24.):
U =—"..

Folglich reprisentirt — US das gesuchte, den Bedingungen
(25.) entsprechende Potential. Wir konnen daher iiber die
Lésung des smmern Problems nach der Beer'schen Methode
uns folgendermassen expliciren:

Man bilde, von den vorgeschricbenen Werthen f, oder F,

wo (rechter Hand) unter F, F', F”, . . . . die Werthe auf
der Gussern Seite von ¢ 2u verstehem sind; und setge sodann:

’ (= NP (»—1)
Um =L /‘T‘_ QT+ Pk PO g,

Alsdann wird das gesuchte Potential Q; (25.) den Werth be-
siteen: Q,‘ = — U.'(m) .

Bemerkung. — Offenbar beruht die Anwendbarkeit dieser
Beer’'schen Methode auf der von uns gemachten Annahme,
dass die Fliche ¢ zweiten Ranges und keine zweisternige
sei, andrerseits aber auch auf der Annahme (26.), dass ein
Potential F' innerer Massen ermittelt sei, welches auf ¢ die
vorgeschriebenen Werthe f besitzt. Die Ermittelung eines
solchen Potentials F' ist aber gleichbedeutend mit der Losung
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des dussern Problems; so dass wir also, Alles zusammen-
gefasst, zu folgéndem Resultat gelangen:

Bezeichnet & eine geschlossene Fliche, welche sweiten
Ranges und keine sweisternige ist, und sind auf dieser
Fliiche irgend welche Functionswerthe f in stetiger Weise
ausgebreitet; — so wird, trotz all’ dieser Einschrinkungen, das
innere Problem mit Hiilfe der Beer’schen Methode nur dann
losbar sein, wenn die Lisung des dusserm bereits bewerk-

stelligt ist. '
Es wird also durch die Beer’sche Methode nur das eine
Problem auf das andere reducirt; — wdihrend die von mir

gegebene Methode des arithmetischen Mittels eine wirkliche
Liosung der beiden Probleme ermoglicht.

‘8. 7. )
Die Theorie der magmetischen Induction.

Aufgabe der Theorie. — Ein magnetisirbarer Korper
(der z. B. aus weichem Eisen bestehen kann) mag von Aussen
her der Einwirkung unveréinderlicher magnetischer Krifte
ausgesetzt sein, deren Potential F' gegeben ist. Es handelt
sich um den durch jene Kriifte hervorgerufenen magnetischen
Zustand des Korpers, oder (was dasselbe) um die wihrend
dieses Zustandes in jedem Volumelement dEdnd¢ des Korpers
vorhandenen magnetischen Momente AdEdnd§, Bdtdydg,
Fd&dndg, und gleichzeitig um die Ermittelung desjenigen
Potentials @, welches der Korper seinerseits withrend dieses
Zustandes auf beliebige (&ussere oder innere) Puncte ausiibt.
— Man pflegt F' das inducirende Potential, den betrachteten
Korper den snducirten Korper, ferner A, B, I die auf die
Volumeinheit bezogenen inducirten Momente, endlich @ das

" Potential des inducirten Korpers, oder kiirzer das inducirte
Potential zu nennen.

Wiren A, B, I' fiir alle Volumelemente dfdndf des
Kborpers bereits bekannt, so wiirde das Potential @ fiir jeden
beliebigen (#ussern oder innern) Punct # den Werth haben:

= [f(ASF +85E+r2T) aeanae,

wo §, 7, { die Coordinaten des Klementes d§dydf, ferner
' 16*

37.
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A, B, I' die daselbst vorhandenen Momente vorstellen, und
T den reciproken Werth der Entfernung (d€dnd¢ »— z) be-
zeichnet.

Ergebnisse der Theorie*). — Die Theorie liefert zur
Bestimmung des Potentials @ fiir jeden beliebigen (iussern
oder innern) Punct z die Formel:

Qz = Ksz Q{QBTF) d(’,
wo K eine dem Korper eigenthiimliche, stets positive Con-
stante, die sogenannte Magnetisirungsconstante vorstellt**),
und 7, den reciproken Werth der Entfernung (d¢ »— z)
bezeichnet **¥),

Aus (2.) folgt sofort, dass das Potential Q anmgesehen
werden kann als das Potential einer gewissen fingirten

Oberflichenbelegung von der Dichtigkeit K Q(—%—tm; und hieraus
folgt weiter, dass @ der Relation Geniige leistet (vgl. S. 14):

2@ , 2@ 2@+ F)
N Ty = 2K =50

welche auch so geschrieben werden kann:
0 [/ oF
8 LatewE) il 2wk T o,
oder auch sof): '

*¥) Diese Theorie wurde bekanntlich 1824 von Poisson, und hiervon
unabhiingig, jedoch in ziemlich iibereinstimmender Weise im Jahre
1828 von Green entwickelt. [Vgl. die Mém. de I’Acad. des sciences,
tomes V et VI, und andrerseits die Mathem. papers of Green, London
1871.] Ich werde_die Resultate dieser Theorie hier nur historisch an-
geben, und zwar in derjenigen Form, in welcher sie von meinem Vater
in seinen Vorlesungen an der Konigsberger Universitit entwickelt
worden sind. Dass in der That die Resultate, wie ich sie hier dar-
legen werde, von denen, welche bei Poisson selber sich vorfinden, nur,
der Form nach verschieden sind, soll im letzten § des gegenwirtigen
Capitels niher dargelegt werden.

*#) Wohl verstanden, die Constante K ist positiv fiir die soge-
nannten magnetischen Korper, auf welche wir uns hier beschriinken,
Hingegen ist sie bekanntlich negativ fir diamagnetische Korper.

##%) Selbstverstiindlich ist die Integration in (2.) ausgedehnt zu
denken iiber die Oberfliche o des Korpers. Denn wir werden ¢, », N,
und ebenso auch die Buchstaben %, & und a, s, ¢ genau in derselben
Bedeutung anwenden; wie frilher, vgl. die letzte Note Seite 226.

1) Beim Uebergang von (4.b) zu (4. ¢) ist zu beachten, dass F'
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0Q+F) 0Q+F)
_%_N___,_o + 2@ K) 250 =0.

Andererseits liefert die Theorie fiir die an irgend einer
Stelle &, 5, { inducirten Momente A, B, I die Formeln:

- _ _ gpoe+F)
. A= K 35 )

B=—K3(Q6+F),
n
— K20+ F)
N=—K Pt
welche zur Bestimmung von A, B, I verhelfen, sobald @

bereits ermittelt ist. Schliesslich sei bemerkt, dass die Formel
(2.) mit Riicksicht auf (4.c) auch so geschrieben werden kann:

K " 2@+ F)
Q’=_1+2mK,/T" aN 49

§ 8.

Weitere Bemerkungen iiber die Theorie der magnetischen
Induction.

Vor allen Dingen fragt sich’s, in wie weit jene fingirte
" Oberflichenbelegung (3.), als deren Potential @ angesehen
werden darf, durch die aufgefiihrten Formeln eindeutig be-
stimmt ist. In dieser Beziehung gelten folgende Sitze.

Erster Satz. — Das Potential Q einer auf o6 ausge-
breiteten einfachen Belegung ist durch eine der drei Relationen
(4. a, b, c) eindeutig bestimmd.

Der Beweis wird, weil jene Relationen untereinander
iquivalent sind, offenbar nur fiir eine derselben, z. B. fiir (4. ¢)
zu fiihren sein. -— Nehmen wir an, es existirten zwei ein-
fache Oberflichenbelegungen resp. mit den Potentialen @
und @ + g, die beide der Relation (4. c) Geniige leisteten, so
wiirden wir die Formeln haben:

das Potential gegebener dusserer Massen vorstellt, mithin in allen
Puncten der Oberfliche ¢ der Gleichung entspricht:

oF oF
w5 =0
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3(Q+F)+(1+26—K)3(Q+F) 0,
0Q@+aq+F) 0@+e9+F)__

mithin auch folgende Formel:
241 42eK) 2 —0.

Auch wiirde dleses g seinerseits, ebenso wie @ und @ 4 g,
das Potential einer gewissen einfachen Oberflichenbelegung
sein, mithin den Green’schen Formeln [(42.8) Seite 21 und
(41. ﬁ) Seite 19] entsprechen:

fqg—N da+JgEq)dz=o,
fqg—‘i d6+‘/g‘EQ)dr=O..

Hieraus aber wiirde durch Multiplication mit 1 und (142 @ K),
und Addition, und mit Riicksicht auf (8.) folgen:

_/‘}Eq)dt + 1+ 2’a‘fK)“/3'(Eq)dr =0;
und hieraus endlich wiirde, weil K stets positiv ist, folgen:
(Eg) =0, d. i
A q = Const., fir alle Puncte a und 1,
also weil ¢ (als Potential einer Oberflichenbelegung) fiir un-
endlich ferne Puncte nothwendig = 0 ist:

g = 0, fiir alle Puncte @ und .-
W. z. b w.

Zweiter Satz. — Soll eine Function Q fiir alle Puncte
t der Bedingung (2.):

Q.=KfT,-3—‘Qa—f@da

Geniige leisten, so wird dieselbe hierdurch eindeutig bestimmi sein.
Beweis. — Existirten zwei dieser Bedingung entsprechende
Functionen @ und @ + %, so wiirde sich ergeben:

u, —K'/T;a“da

mithin u; anzusehen sein als das Potential einer gewissen
Oberflichenbelegung auf innere Puncte. Bezeichnet man nun
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das Potential dieser Oberflichenbelegung auf dussere Puncte
mit u,, so folgt nach bekanntem Satz (Seite 14.):

ouw , 0w ou
ot ——2TEG,

Rt(+2aK)f=
Hieraus aber ergiebt sich genau wie frither [vgl. (8.)]:

‘ # == 0 fiir alle Puncte a und %.
W.z b w .
Dritter Satz. — Soll eine Function Q fiir alle Puncte a

der Bedingung (6.): '
— K 0@+ F)
Qo =— 1+2meT“ aN 49

Geniige leisten, so wird dieselbe hierdurch eindeutig bestimmé sein.
Beweis. — Existirten zwei dieser Bedingung entsprechende
Functionen @ und @ - v, so wiirde sich ergeben:

K ov
Vg = — T‘m" T a a—N‘ de )
mithin v, anzusehen sein als das Potential einer gewissen
Oberflichenbelegung auf gussere Puncte. Bezeichnet man nun
das Potential dieser Belegung auf inmere Puncte mit v;, so
erhilt man nach bekanntem Satz (Seite 14.):

ov ov _ 28K o
W+"a_v_1+2m1( oN?

N +2oE) 5 —
Hieraus aber folgt wie frither [vgl. (8.)]

v = 0 fiir alle Puncte @ und <.
W. z. b. w.

Um die Hauptsache zusammenszufassen: Wirken auf
einen magnetisirbaren Korper (der z. B. aus weichem Eisen
bestehen kann) von Aussen her unverdnderliche magnetische
Krifte ein, deren Potential F gegeben ist, so kanwnm -das so-
genannte inducirte Potential Q stets angesehen werden als
das Potential einer gewissen fingirten einfachen Belegung
der Oberfliche des Kirpers, deren Dichtigkeit den Werth hat:

14,

15.
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Q@+ F),
K Ty
so dass also fiir simmtliche Puncte i und a die Formeln gelten :
Q,.=KfT,-ai%+—m do,
v
—xlr 2@+F ;
o= E[1.284 D g,
Von diesen beiden Formeln ist bereits die erstere aus-

reichend,, wm das Potential Q und die Dichtigheit K 3-‘%#”
eindeutig zu bestimmen.

§ 9.

Behandlung des Problems der magnetischen Induction nach
einer gewissen approximativen Methode.*)

Ist das inducirendé Potential F' gegeben, so besteht das
Problem der magnetischen Induction in der Herstellung einer
Formel von folgender Gestalt:

Denn gelingt es, eine derartige Formel zu finden, so wird,
nach (15.), @ das inducirte Potential sein. Aus diesem er-
geben sich dann aber, nach (5.), sofort auch die inducirten
Momente e, B, 7.

Um nun eine Formel von der verlangten Gestalt wirk-
lich herzustellen, bilde man, von F ausgehend, die auf-
einanderfolgenden Functionen:

.

*) Ich habe die Resultate, zu denen Beer bei Behandlung dieses
Problems gelangt ist, bereits in der Einleitung zum gegenwiirtigen
Capitel (Seite 224) mitgetheilt, Ausfiihrlicheres hieriiber findet sich in
seinem posthumen Werk: ,,Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre
vom Magnetismus und die Elektrodynamik*‘‘, Braunschweig 1865, Seite
155—169. — — Ich mé&chte hier nur bemerken, dass diese Beer'sche
Behandlung des Problems mit derjenigen, welche ich im gegenwiirtigen §
geben werde, sowohl der Methode als den Resultaten nach nicht un-
mittelbar identisch ist. Um Genaueres hieriiber zu sagen, wiirde ein
sorgfiltiges Studium des eben genannten Werkes nothwendig gewesen
sein, wozu ich leider bis jetzt nicht die erforderliche Zeit gefunden habe,
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.1

Fi =4 [FG@o),
” 1 7

E =§‘6fF(d6).,

ete. sete.

wo (rechter Hand) unter den F, F', F”, . . . die Werthe
auf der inmern Seite von ¢ zu verstehen sind. ’

+ Alsdann finden die Relationen statt:
2@ (F; — F)) =f17,.%_1'" ds
_ oF '
2w (Fy— F)) = T-— da, [vgl (4.)8.227],

2’(3‘(17'"' ”)=th F”

Bezeichnet nun x eine noch dxspomble Constante, und setzt man:
O=F+4xF 4+ x*F" 4+ %F” 4 ... .ininf.,

so entsteht aus (18.) durch Multiplication mit 2, 2, 3, . . - .

und Addition die Formel:

2w((¢i—ﬂ)—x¢i)=ufr..§_j’da
Dfese hat mit der herzustellenden Formel (16.) bereits eine
gewisse Aehnlichkeit; und diese Aehnlichkeit wird ver-
grossert, wenn man statt ® eine neue Function ¥ einfiihrt
vermittelst der Substitution:
¥d=¥Y4+ F,

wo %’ eine neue disponible Constante sein soll; denn hier-
durch gebt die Formel (20.) tiber in: '

2o (1 — ) ¥, + 20 (1 —x — x) Fi= fﬂf’(‘*;rl"-)d‘,.

Jene Aehnlichkeit mit (16.) wird nun offenbar noch weiter
vergrossert, wenn man die Constanten %, " den Bedingungen
unterwirft:

mithin setzt:

17.

18.

19,

20.

21,

23.
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208K
”_1+2w1{’

# = — H
“1¥@K’

denn alsdann geht die Formel (22.) iiber in:
¥, =K f 1, 2¥ AT g4

In der That ist die gewiinschte Uebereinstimmung mit (16.)
gegenwirtig eine vollstindige; und man erkennt also, dags
das gesuchte Potential Q; mit ¥; identisch ist:

CQi=Vi.
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (21.), (23.):
Q==& — F,,

=(1—=x%);,— F,,
mithin:

0 F) od
G =a—nG,

oder, falls man mit der Constanten K = ?ﬁl"?ﬂ (23.)
multiplicirt:

0Q+F) _ » 09
K ov T 2@ ov
Substituirt man endlich in (28.), (29.) fiir ® seine eigentliche
Bedeutung (19.), so folgt:

Q=1 —%)(F;+xF/ +»2F"+....) — F;,
_’KZ’(Q-I-E__L8(F+uF’+n1F”+....)
ov Y- 3 .

Hiermit ist die gestellte Aufgabe gelost. Denn die Formel
(30.) licfert den Werth des inducirten Potentials Q fiir
alle Puncte i, wahrend gleichzeitig die Formel (31.) die Dich-

tigkeit K M#l _derjenigen fingirten Oberflichenbelegung

liefert, als derem Potential Q angesehen werden darf. Dabe:
bezeichnet x» eine gewisse Constante, welche zu der Magneti-
sirungsconstante K in der Beziehung (23.), (24.) steht.

Beachtet man, dass K, wie schon bemerkt wurde (2.), stets
positiv ist, so ergiebt sich aus der ebengenannten Beziehung,
dass % ein positiver dchter Bruch ist.
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Ist die Fliche ¢ vom zweiten Range und Fkeine zwei-
sternige, so kann gegen die durch die Formeln (30.), (31.)
gegebene Losung des Problems kein Bedenken erhoben werden.
Denn alsdann ist nach einer frithern Untersuchung:

abs (F — C) < (‘—Jg—%) (G — K), [vgl. (32, Seite 232],

wo C, G, K gewisse der Function F' zugehdrige Constanten
vorstellen, und 4 die Configurationsconstante der FKliche o
ist. Hieraus folgt sofort, dass die Reihe

(Fi— C) + (Fi — )+ (B — C) -+ -+
convergent ist; und dass mithin Gleiches auch gilt von der im
Vorhergehenden benutzten Reihe

Fi+t 2 F; 4+ 2*F + 23 F" 4 .- -
denn es ist ja % ein positiver dchter Bruch (33.).

Von selber tritt die Frage an uns heran, ob die Con-
vergenz der Reihe (36.), mithin die Giiltigkeit der gefunde-
nen Losung (30.), (31.) nicht vielleicht auch dann noch Be-
stand habe, wenn die Fliche ¢ von einem hohern Ra.nge
als dem zweiten ist.

: § 10.
Fortsetzung. Ueber das Giiltigkeitsgebiet der angewendeten
Methode.

Um auf die zuletzt erhobene Frage néher einzugehen, be-
zeichnen wir die Werthe, welche das Potential F' speciell
auf ¢ besitzt, mit f:

F,=f,=f,
bilden, von f aus, die bekannten Functionen f, f”, . . .,
und erhalten alsdann, wie schon friiher dargelegt wurde
(Seite 232), die Relation:

m__ 1 n o, n(n—l) ” n
-F'ia)—;;[f;—'—Tf,—F foroonn. +f():|.

Ist nun die Fliche ¢ von belie?)igem Range, etwa vom Range¥*)
2N, und bezeichnet man den klcinsten und gréssten Werth,

*) Dass eine geschlossene Fliche stets von geradem Range ist, folgt
unmittelbar aus der Definition des Ranges, vgl. Seite 167.

34.

85.

36.

37,

3.
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welchen [ auf o besitzt, resp. mit K und G, ferner die Difte-
renz i;i( mit L, und das arithmetische Mittel & 42_ X mit M,

so gelten, wie im nachstfolgenden § dargelegt werden soll,
die Formeln:

abs (fi — M) < L,

abs (f, — M) < 2N — 1)L,
abs (f;' — M) < 2N — 1)L,
abs (f"— M) < @N — 1)°L,

Subtrahirt man von (38.) die identische Gleichung:
M__;—[M-l- M4 2= gy --|—M],
so folgt:

F— M= 2o B+ I+ ) (-

und hieraus mit Riicksicht auf (39.):

Cabs(FP—M) < L [1+ @N-1)4+20=D @N_1y... 4 (2N-1)"

d. i
abs (FIY — o) < (*HEF=D)'L,
oder einfacher:
abs (F?) — M) < LN™.

Hieraus aber folgt nach bekanntem Satz [Theorem (J.),
Seite 40], dass dieselbe Relation auch fiir die F™ statt-
findet; also:

abs (F" — M) < LN".

Solches vorangeschickt, wenden wir uns nun endlich zu
der zu untersuchenden Reihe (36.):

BR=F;4+xF/ +%F, '+ .- ..

Wir konnen diese Reihe, weil % ein positiver dchter Bruch
ist (33), auch so darstellen:

B— 2 = (B M) (B — W) w2 (F— M) ooy
hieraus aber erhalten wir mit Riicksicht auf (44.) sofort:
abs (R —__) [ +uN-|—(xN)2 + @Ny+---]L.
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Folglich ist R convergent, sobald die Relation stattfindet:
x#N < 1, — eine Relation, welche mit Riicksicht auf (24.)
auch so geschriehen werden kann:

26 K 1
1+20K < N’
oder auch so:
1
K < @—tws-
Folglich ist die im vorhergehenden § entwickelte Methode
auf einen Korper von ganz beliebiger Gestalt anwendbar, falls

nur seine Magnetisirungsconstante K eine hinreichende Klein-

- heit hat. In der That konnen wir das Resultat unserer

Untersuchungen so aussprechen:

Ist der gegebene Korper begrenst von einer Fliche (2 N)ten
Ranges, so wird die im vorhergehenden § exponirte Methode
stets convergent und giltig sein, falls nur die Magneti-
sirungsconstante K des Korpers zur Zahl N in der Beziechung
steht :

1
K< N=-12a"
- Ist mithin N =1, die Fldche also vom zweiten Range, so
wird jene Methode giiltig sein fiir jeden beliebigen Werth
von K.

§ 11. _
Allgemeine Betrachtungen iiber eine geschlossene Fliche von
beliebigem Range.*)

Es sei ¢ eine beliebige geschlossene Fliche vom (21 )ten
Range**) und mit positiver innerer Seite. Denken wir uns
auf dieser Fliche irgend welche Werthe f ausgebreitet, die
daselbst stetig sind, und setzen wir

1
W. = - [ra@o).,
so wird dieses W, den Relationen entsprechen:
*) Es handelt sich in diesem § hauptsiichlich um den nachtrig-

lichen Beweis der Relationen (39.).
**) Vgl. die Note Seite 251.

49,

49.
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Waa == (W:t '+‘ i,') ’—f:n
[vgl. Seite 139],

8,1, '
Wts=(m+T)+ﬂ) '
d. i. den Relationen: ’
Wae =1 —Fs,
W;‘a = fal + ﬂ ’
wo f; die Bedeutung hat:

, 8,0
f'=W'+.T.

Wir wollen nun, ebenso wie frither, den kleinsten und grossten
Werth, welchen [ auf ¢ besitzt, resp. mit KX und G be- -
zeichnen: ' ,
K<f<@,
und untersuchen, in wie weit man, falls KX und G gegeben
sind, hieraus Aufschluss zu gewinnen vermag iiber die Grenzen
der Functionen f* und W.
Aus (1.), (4.) folgt sofort:

ﬁﬁ, == ﬂ&, +ff(d6)a7
wo s ein beliebiger Punct auf ¢ ist. Denken wir uns nun
die Fliche ¢ mit Bezug auf diesen Punct s in zwei Theile
E, n zerlegt, der Art, dass ein in s befindlicher Beobachter
von simmtlichen Elementen d§ die innere d. i. positive, hin-
gegen von simmtlichen Elementen d7 die dussere d. i. nega-
tive Seite vor Augen hat*), so konnen wir die Formel (6.)
auch so schreiben:
Bfy = fs8s +ff(d§)s +ff(d’2)s}

wo alsdann offenbar die (d§), durchweg positiv, hingegen die

(dn), durchweg negativ sind. Bezeichnen wir also die abso-
~luten Werthe der (dn), mit ((d7))s, so wird:

@, = fose + S F (@8 — [T(@D),
und folglich: .

of < fita+ G S (@8 — K [ ({@n)) -
Tragen wir die Werthe K, f,, G als Abscissen auf irgend

*) Von den Theilen £ und % wird selbstverstindlich jeder aus
irgend welcher Anzahl einzelner Stiicke bestehen. -
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welcher Axe auf, und bezeichnen wir die so entstehenden
Intervalle mit 4 und B:
) A B

~
I (] I |

0 K f, G
so konnen wir die Formel (9.)lauch so schreiben:

af; < fiso+ (f+ B) f([@8). — (i — 4) f([@n)) -

Nun ist aber nach bekanntem Satz:
8+ [(do), =@, [vgl 8.134],
d. i.: 8y +f(dg)a +f(d77)a =,
d. i: &+ [(dE), — (@)=
Somit folgt aus (11.):
of; < @ + B [(dE) + 4 [ (dn))-

In gapz &hnlicher Weise gelangt man, von (8.) aus, zu
einer zweiten Formel, die so lautet:

Tf 2 £ — A [@E),— B[ ([dn). .

. Um die Untersuchung der in (12.), (13.) enthaltenen
Integrale etwas zu erleichtern, wollen wir zunéchst annehmen,
der Punct s wire nicht auf 6, sondern innerhalb U oder
innerhalb & gelegen*). Von s lassen wir nach enfgegengesetzten
Richtungen zwei Kegel ausgehen von unendlich kleiner Oeff-
nung dx, und bezeichnen die innerhalb dieser beiden Kegel
befindlichen Elemente do, in dem schon angegebenen Sinne,
theils mit d§, theils mit d%. Ein in s befindlicher Beobachter
wird alsdann die inneren, d. i. positiven Seiten der d§, hin-
gegen die dusseren d. i. megativen Seiten der dy vor Augen
haben. Oder, was auf dasselbe hinauskommt: die von s aus-
laufenden Strahlen werden bei jedem d§ von & nach %,
hingegen bei jedem dn von A nach § gehen. Auch stehen
all’ diese Elemente d§, dv zur Oeffnung dx der beiden Kegel
in folgender Beziehung:

*) Es mag ganz voriibergehend diese Abweichung von unseren all-
gemeinen Festsetzungen [nach denen s stets einen Punct auf ¢ be-
zeichnen soll] gestattet sein. Uebrigens soll die Zerlegung 6 = £ + ¢
nach der jedesmaligen Lage des Punctes 8 sich richten, der Art, dass
ein in s befindlicher Beobachter von allen Elementen d§ die positive,
und von allen Elementen dy die negat®ve Seite vor Augen hat.

10.

-
=

13,
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(d§), = dx,
(dn)y= —dx, ((dn)y = dx.
Es handelt sich nun zuvorderst um die Werthe der beiden
Summen :
X d&).,
2 ((dn), »
dieselben ausgedehnt gedacht iiber alle innerhalb der beiden
Kegel enthaltenen Elemente d&, dy.

Erster Hauptfall: der Punct s liegt ausserhalb 6, d. 1.
innerhalb des Gebietes ¥. Alsdann ist offenbar®) die An-
zahl der d£ ebensogross wie die der dy. lhre Gesammtzahl
kann aber nicht grosser als 2N sein**). Somit folgt™*):

Anz(dg)=n < N,
Anz(dg)=n < N,
also mit Riicksicht auf (14.):
X(dE), = ndx,
Z((dn));=ndx,
wo n eine unbekannte ganze Zahl vorstellt, die jedoch der
Relation n < N entspricht.

Zweiter Hauptfall: der Punct s liegt innerhalb 6, d. 1.
im Gebiete X. Alsdann ist offenbar die Anzahl der d§ um
2 grosser, als die der dy. Ihre Gesammtzahl aber kann nicht
grosser als 2N sein. Somit folgt:

Anz (@) —=n+1,
Anz (dp)=n—1,
also nach (14.):
X(dE, =+ 1)dx,
2 ((dnY— (» — 1)dx,
wo wiederum n eine der Relation m < .V entsprechende,
sonst nicht weiter bekannte Zahl vorstellt.

Dritter Hauptfall: der Punct s liegt auf 6. Hier sind

mehrere speciellere Fille zu unterscheiden, je nach der Lage

*) Namlich, weil ¢ eine geschlosseme Flache ist.
**) Nimlich, weil 2.\ der Rang der Fliache ¢ ist.
*3%) Unter Anz (d§) eoll verstanden werden die Anzahl der Elemente
d§. Analoges gilt fir Anz (d 7).
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der betrachteten beiden Kegel, oder vielmehr je nach der
Lage ihrer ersten Anfinge. Ich verstehe nimlich unter den
ersten Anfingen jener Kegel diejenigen Theile derselben,

welche innerhalb ejner um ihren Scheitelpunct s mit unend- .

lich kleinem Radius beschriebenen Kugelfliche liegen.

Erstens. — Die ersten Anfinge der beiden von s aus-
gehenden Kegel liegen der eine in U, der andere in §.
Dieser Fall kann, wie man leicht iibersieht, aus dem ersten
Hauptfall abgeleitet werden durch eine geeignete Verschiebung
des Punctes s, wobei,. wie man ebenfalls leicht bemerkt,
eines der Elemente dn mit s zusammenfillt, folglich wver-
schwindet*). Man erhilt daher aus (16.):

X(dE), =ndx,
E((dn)) = (n — Dax,
wo n < N ist.

Zweitens. — Die ersten Anfinge der beiden von s
auslaufenden Kegel liegen beide in §. Man kann diesen Fall
wiederum aus dem ersten Hauptfall ableiten durch eine ge-
eignete Verschiebung des Punctes s, wobei zwei Elemente
dn mit s zusammenfallen, folglich verschwinden. Somit erhiilt
man aus (16.):

X(dE), =ndx,
S((@dn) = (n — 2)dx,
wo wiederum n» < N ist.

Drittens. — Die ersten Anfinge der beiden von s aus-
laufenden Kegel liegen beide in %. Dieser Fall kann durch
eine geeignete Verschiebung des Punctes s aus dem sweiten
Hauptfall abgeleitet werden, wobei swei Elemente d§ mit s
zusammenfallen, folglich verschwinden. Demgemiss ergiebt
sich aus (17.): :

X(dE)y= (m — 1)d=x,
Z((dm))s = (0 — 1)dx,
wo wiederum # < N ist.

*) Es ist nimlich dy ein Querschnitt des Kegels; ein solcher Quer-
schnitt aber wird, falls er dem Scheitelpunct s des Kegels nither und
niaher riickt, und zuletzt mit demselben zusammenfillt, kleiner und
kleiner, und schliesslich zu Null werden. .

Neumann, Potential. 17

18.a

18.b

18.¢
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Zusammenfassung. — Wollen wir die erhaltenen Re-
sultate, némlich die Formeln (16.), (17.) und (18.a, b, c)
iibersichtlich zusammenstellen, so ist es zweckmassig, den
Punct s im ersten Hauptfall mit @, im zweiten mit ¢ zu be-
zeichnen, wie solches unseren allgemeinen Festsetzungen
entspricht. Fiihren wir zugleich statt der unbekannten Zahlen
n iiberall das N ein, so erhalten wir

aus (16.): aus (17.): aus (18.a, b, c):
E(d§). < Ndx, | B(dby < (N+1)dx| 2(d§), < Ndx,
B((dn))e < Ndx.  [B(@n): < N—1)dx|B((@n)) < (N—1)d.

Denken wir uns nun um jeden der Puncte a, 7, s eine Kugel-
fliche » vom Radius Eins beschrieben, und integriren wir
die vorstehenden Formeln iiber alle Elemente dx der einen
Hilfte von x, so ergiebt sich:

[@5 < Nw, | f@t: < @+1w,| [@8), < Nw,
f(@e < Nw. | f(@n) < @—1)@ | f((@n) < N—1)i

In diesen Formeln (20.) erstreckten sich alsdann die durch
f bezeichneten Summationen iiber si@mmitliche Elemente d&
und dn der ganzen gegebenen Fliche 6. Und zwar sind
offenbar in (20.), ebenso wie in (19.), die Bezeichnungen d§,
dn in den beiden ersten Columnen in Bezug auf den Punct q,
resp. ¢ in genau derselben Weise eingerichtet zu denken, wie
sie in der dritten Columne mit Bezug auf den Punct s friiher
festgesetzt wurden (Seite 254).

Wiederaufnahme der Formeln (12.) und (13.). — Jene
Formeln gewinnen durch Substitution der in (20.) fiir die
Integrale [(d£), und J{(@n), erhaltenen Werthe folgende

Gestalt:
. < fi+ BN+ AN — 1),
ff=>2fi—AN—B(N—1).
Hieraus folgt, falls man fir A, B ihre [aus (10.) ersicht-
lichen] eigentlichen Bedeutungen substituirt:
i £fi+NG—K)—(/,— K),
L26H—-NG—K)+(G—/),
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oder, einfacher geschrieben:
i < K+ NG—K),
ff 2G—NG—K),

oder, was dasselbe ist:
£G4+ —1(G—K),
ffi2K— (N—1)(G—K).
Nach (3.) gelten nun fiir W die Formeln:
m:=ﬂ'+/‘l, Waa=/‘a’—f:'v

Hieraus folgt durch Substitution der Werthe (21.) und mit
Riicksicht auf (5.):
Wi < (G+ K)+ NG — ), W, <+ NG — K),
Wi, 2(G+K)— NG—K), Wuz—NG-—K),
und hieraus folgt weiter nach bekannten Sitzen [Theorem (J.),
Seite 40, und Theorem- (4."), Seite 37], dass genau die-
selben Relationen auch fiir W; und W, statifinden. Also:
W.< @+ K)+ NG—K), W,<+ NG-—K),
W:>((G@+ K)— NG — K). W, > — NG —K).

Resultat. — Ist also ¢ eine bfliebz'ge geschlossene Fliche
vom (2N )te» Range und mit positiver innerer Seite, und denkt
man sich auf dieser Fliche irgend welche Werthe f ausge-
breitet, die daselbst stetig sind, so gelten fiir die Functionen

W.=—|fdo),
[i= W4

die in (21.), (22.), (23.), (24.) aufgefiihrten Formeln, in denen
unter K der FKleinste, unter G der grisste jemer gegebenen
Werthe f zu verstehen ist.

Bemerkung. — Wir wollen uns von £ aus die bekannten
aufeinanderfolgenden Functionen /7, /", ™, . . . gebildet vor-
stellen, und annehmen, iiber die urspriinglich gegebenen

Werthe / sei, abgesehen von ihrer Stetigkeit, nichts weiter
bekannt, als dass sie der Relation -

abs (f — 4) < B
entsprechen, wo 4, B zwei Constanten sind (von denen selbst-

verstindlich die letztere positiv zu denken ist).
S17*

21,

23.

24,

25,
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Alsdann ergeben sich fiir den grossten G und kleinsten
K der Werthe / die Formeln:

G< A+ D,
K>A4A—D,
G— K< 2B.
Somit folgt aus (21.):
i <44+ @N—-1)B,
fi 2A— 2N —-1)B,
oder beide Formeln zusammengefasst:
abs (f/—A) < (2N-—-1)B.
Die Relation (26.) zieht also die Relation (27.) als unmittel-
bare Consequenz nach sich. Folglich wird die Relation (27.)
ihrerseits die Formel nach sich ziehen:
abs (f"— A) < (2N—1)?B,
u. 8 W. U. 8. W.
In Betreff der Constanten A, B war von uns nur voraus-

gesetzt, dass sie der Relation (26.) entsprechen sollten. Solches

ist z. B. der Fall, wenn wir A=g—"2-»1-(- und B = G;K
setzen. Substituiren wir diese Werthe in (26.), (27.), (28.)

u. 8. w., so folgt:
abs( j— G_—;_lg) g G____K’

’ G+ K
abs( — &4 ) < @N-1) 2%,

abs (/" %—K) < (2N — 1) (’_g,
abs (fﬂl—G—?‘K_) g (2N___ 1)3 g_-é__.ét’

Dies aber sind die zu beweisenden Relationen des vorher-
gehenden §, vgl. (89.) Seite 252,



Ueber die Beer’schen Methoden. 261
§ 12.
Anhang. — Vergleichung der im Vorhergehenden bei Be-

handlung der magnetischen Induction angewendeten Formeln
mit den Formeln von Poisson.

In der Poisson’schen Abhandlung vom Jahre 1824, nim-
lich in Tome V der Mém. de U’Acad. des sciences findet man
auf Seite 294 die Formel :

1

e= j]]( wm+;@m+a<w9awu,

die Integration ausgedehnt iiber alle Volumelemente d§dnd§
des inducirten Korpers. Ferner findet man daselbst auf
Seite 302 und 303 folgende Formeln:

a=—@(—p ¢
? ——
- V4 @+ 20=R g o,
p=22
n’ 3(p da
0
7=_a%7

wo E, 1, { einen beliebigen Punct im Innern des inducirten
Korpers, ferner do ein Element seiner Oberfliche, und » die
auf do errichtete innere Normale vorstellt*). Aus diesen
fiinf letzten Formeln folgt durch Elimination von ¢ sofort:

3k Q+7) do

Q= +41¢(1—-—k) ov . e

und ferner:

bt — 3k 2@+ W)

. - 4n (1 — k) 0& 4

_ 3k 0Q+"
kﬂ__4n(l—-k) on

—_— 3k 0Q+"

ky = 4n (1 — k) 0t

Bezeichnet man nun aber in diesen Poisson’schen For-
meln (4.), (B.), (C.) die Grossen

*) Die Richtungscosinus dieser énnern Normale bezeichnet Poisson
mit — cos I', — cos m’, — cos n’; denn es sind daselbst unter I', m’, n’
die Richtungswinkel der dussern Normale zu verstehen; vgl. Seite 296
und auch 494. — Ferner ist daselbst das Qberflichenelement do von
Poisson mit de’ bezeichnet.

A,
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k
‘V, ka, kﬂ, k’/ und G—(f_—-—H

respective mit
F, A, B, r  uwd K,
so erhilt man vollstindig genau diejenigen Formeln (1.), (2.),
(5.), von welchen wir bei wnseren Betrachtungen (auf S. 243)
ausgegangen sind. Die von uns angewandte Constante K
steht also sur urspriinglichen Poisson’schen Constante k in der
Bezichung :
K= 3k
ix(1—k)"
Die bei unserer approximativen Methode eingefiihrte Con-
stante x (Seite 250) lautete:
4n K
. A= TF g
und steht als zur Poisson'schen Constante % in der Be-
ziehung *): .

=Tk

*) Dies ist die schon friiher (Note auf Seite 224) erwihnte Relation.



Siebentes Capitel.
Weitere Entwicklung der Theorie der Doppelbelegungen.

Bezeichnet ¢ eine Curve oder Fliche mit festgesetzter
positiver Seite, und denkt man sich auf ¢ eine Doppelbelegung
vom Momente u ausgebreitet, so wird bekanntlich das Poten-
tial dieser Doppelbelegung auf irgend einem Punct z durch
folgende Formel dargestellt sein:

W, = ’ﬂu—c = f u(do), [vgl 8. 122].

Hier bezeichnet (d 6), die mit & multiplicirte scheinbare Grisse
des Elementes do¢ fiir einen in x befindlichen Beobachter;
wobei e = 1 oder = — 1 ist, jenachdem jener Beobachter
die positive oder negative Seite des Elementes vor Augen hat*).
Wir kénnen die Theorie dieses Potentials (1.), jenachdem
6 geschlossen oder ungeschlossen ist, in zwei Theile
«zerlegen, und wollen, nachdem wir den ersfen Theil in den
vorhergehenden Capiteln, namentlich im vierten, sorgfiltig
behandelt haben, gegenwirtig zum zweiten Theile uns hin-
wenden; wobei der Fall der Ebene von dem des Raumes zu
unterscheiden ist. _
Betrachtung in der Ebene. — Will man, wenn ¢ irgend
eine ungeschlossene Curve bezeichnet, ilber die Gesammtheit
der Potentialwerthe (1.) eine anschauliche Vorstellung ge-
winnen, so hat man vor allen Dingen zweierles Werthsysteme
zu unterscheiden, das der W, und das der W;, indem man
simmtliche Puncte der ganzen unendlichen Ebene, jenachdem
sie auf oder ausserhalb ¢ liegen, mit s oder ¢ bezeichnet.
In der That wird sich durch die Untersuchungen des gegen-
wirtigen Capitels ergeben, dass diese beiden Systeme so gut
wie ohne Zusammenhang sind, indem sie fast iiberall in un-

*) Ausserdem ist A =1 in der Ebene, hingegen = 2 im Raume.
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stetiger Weise zusammenstossen, wihrend jedes der beiden -
Systeme, fiir sich allein betrachtet, aus sfefig zusammen-
héingenden Werthen besteht®).

Zu dem System der W, gehoren selbstverstindlich auch
die in den beiden Endpuncten g, I der Curve vorhandenen
Werthe W,, W,, ebenso auch die Werthe W,, und W,,,
d. i diejenigen Werthe, welche "W, annimmt, sobald der
variable Punct s dem Puncte g oder & sich ins Unendliche
nihert, — eine Bemerkung, welche hauptsiichlich dienen
soll, um gleich zu Anfang iiber die in diesem Capitel ange-
wendeten Bezeichnungen zu orientiren.

Um von dem unstetigen Zusammenstoss der beiden Systeme
W, und W, eine deutliche Vorstellung zu erhalten, werden
wir namentlich die Grenzwerthe der W,, d. i. diejenigen
Werthe in Betracht zu ziehen haben, welche W, annimmt,
sobald der variable Punct ¢ der Curve 6 unendlich nahe
riickt. Diese Grenzwerthe zerfallen in verschiedene Kate-
gorien. Wir konnen ndmlich erstens den Punct ¢ einem der
beiden Endpuncte g, h der Curve sich néihern lassen; die in
solcher Weise entstehenden Grenzwerthe seien bezeichnet
mit W, resp. mit W,,. Und andrerseits konnen wir den
Punct ¢ irgend einem dntermediiren Punct s (d. i. einem
Puncte s, der von den Endpuncten durch irgend welche,
wenn auch noch so kleine, Entfernungen getrennt ist) sich’
nihern lassen; die in solcher Weise entstehenden Grenz-
werthe mogen bezeichnet sein mit W,,. '

Wir werden zeigen, dass, entsprechend den unendlich
vielen Richtungen, in welchen die Anniherung von ¢ an g
erfolgen kann, unendlich viele Grenzwerthe W,, sich ergeben,
die aber simmtlich der Formel unterworfen sind:

W;g = .A. + BA F)
wo 4, B Constanten sind, wihrend A das Azimuth der An-
ndherung, d. i, denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem
die unendlich kleine Linie g¢ im Puncte g gegen die posi-

tive Seite der Curve o geneigt ist. Eine #hnliche KFormel
wird natiirlich fir W,, gelten:

*) Eine Ausnahme ist dabei allerdings zu notiren. Denn das
System der W, ist unstetig, wenn die Curve ¢ mit Ecken behaftet ist.
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W= A"4+ B'A, ‘
wo A’, B’ und A’ analoge Bedeutungen haben,

Was andrerseits die den intermedidren Puncten s ent-
sprechenden W,, betrifft, so wird sich ergeben, dass die-
selben an einer gegebenen Stelle s im Ganzen' nur zwe:
Werthe haben, von welchen der eine oder andere zur Gel-
tung kommt, jenachdem die in Rede stehende Anniherung
von - der negativen oder positiven Seite (der Curve) erfolgt.
Wir werden diese beiden Werthe mit

. Wi und Wisyes
oder einfacher mit
Was und ~ W;
bezeichnen, indem wir den variablen Punct ¢, jenachdem er
von der negativen oder positiven Seite (der Curve) sich nihert,
respective mit a oder 7 benennen.

Betrachtung im Raume. — Es sei ¢ irgend eine unge-
schlossene Fliche, und simmtliche Puncte des ganzen unend-
lichen Raumes mogen, jenachdem sie aquf oder ausserhalb o
liegen, mit s oder ¢ bezeichnet sein. Ferner mogen die-
jenigen speciellen Puncte s, welche am Rande von ¢ liegen,
mit g, und diejenigen speciellen Puncte g, welche in den
Ecken des Randes liegen, mit » benannt werden. Alsdann
sind, was das Potential (1.) betrifft, sweierle; Werthsysteme,
das der W, und das der W, und, was das letztere betrifft,
dreierles Grenzwerthe, n#mlich die W,,, die W, und die
Wi, zu unterscheiden. U. s. w.

Doch wollen wir uns auf diese Untersuchungen, welche
im Ganzen in &#hnlicher Weise, wie die in der Ebene ver-
laufen wiirden, vorliufig nicht niher einlassen.

§ 1.
Das Potential einer Doppelbelegung vom Momente Eins,
dieselbe ausgebreitet gedacht auf einer begrenzten
geraden Linie, ,
Nimmt man fiir 6 eine begrenzte gerade Linie gh mit
festgesetzter positiver Seite *), und macht man iiberdies g = 1,

*) In der nachfolgenden Figur (Seite 267) ist die posstive Seite der
Linie gh schraffirt.
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so ge;vinnt das zu untersuchende Potential (1.) die ein-
fachere Gestalt: A
Wy = f (d6)z,
g

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente d¢ der ge-
raden Linie. Unterscheidet man nun [vgl. (2.)] die w, und
we, so sind '

Die Werthe w, sammt und sonders Null, gleichviel ob
der Punct s eine intermediire Lage hat, oder mit einem der
beiden - Endpuncte zusammenfillt*). — Was andrerseits

Die Werthe w; betrifft, so denke man sich fiir jeden
Punct ¢ den Winkel (g¢h) construirt. Alsdann ist w;=- (gth)
oder = — (gth), jenachdem ¢ auf der positiven oder nega-
tiven Seite der Linie gh liegt. Hieraus erkennt man sofort,
dass das Potential w, comstant ist lings eines von g nach &
laufenden Kreishogens, und dass dasselbe also im Puncte g,
und ebenso auch im Puncte h unendlich viele Werthe besitzt,
entsprechend den unendlich vielen Kreisbogen, welche man
von g nach A legen kann.

Denkt man sich die Werthe w, — -+ (g¢h) in geome-
trischer Weise durch Perpendikel auf der betrachteten Hori-
zontalebene dargestellt, und vergegenwirtigt man sich ins-
besondere diejenigen Perpendikel, deren Fusspuncte ¢ einen
von g nach % laufenden Kreisbogen bilden, so bemerkt man,
dass ihre Endpuncte einen congruenten Kreisbogen liefern.
Hieraus folgt, dass die von den Endpuncten sdmmtlicher
Perpendikel gebildete Fliche §§ aus lauter Kreisbogen zu-
sammengesetzt ist, die in verschiedenen Hohen theils iiber,
theils unter der Horizontalebene liegen, und deren End-
puncte simmtlich in den durch g und & gehenden Vertical-
linien gelegen sind. Auch bemerkt man, dass die Fliche
in der Nihe der durch g gehenden Verticalen die Gestalt
einer Schraubenfliche hat, deren Axe mit dieser Verticalen
zusammenfallt**), und dass Analoges gilt in Bezug auf die
durch % gehende Verticale.

*) Solches ergiebt sich unmittelbar aus der Definition der (de),
resp. (do),; vgl. das bei (1.) Bemerkte.

**) Man bemerkt, dass diese Schraubenfliche nur einen Gang hat,
ferner, dass ihre eine Hilfte wber, die andere umier der gegebenen
Horizontalebene liegt.
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Was endlich die sogenannten Grenzgestalten der w, be-
trifft, so bemerkt man, dass dieselben = @ auf der posi-
tiven, = — @ auf der negativen Seite der Linie, ausserdem
aber unendlich vieldeutig in jedem der beiden Endpuncte sind.
So kann z. B. wy,, je nach der Richtung, in welcher man ¢
dem Puncte g sich nihern ldsst, alle moglichen Werthe
zwischen — @ und -4 @ annehmen, wie solches in an-
schaulicher Weise illustrirt wird durch die.schon erwihnte
Schraubenfliche (14.).

Zusammenfassung. — Die beiden Systeme der w, und
we, von denen jedes fiir sich allein betrachtet stetig ist, stossen
offenbar in wunstetiger Weise zusammen. Und zwar entsteht
durch ihren Zusammenstoss lings der Linie gk eine doppelte
Zerkliftyng. Denn in jedem Puncte s dieser Linie ist der
daselbst direct vorhandene Werth w, gleich Null, wéhrend
die von beiden Seiten her eintreffenden Grenzwerthe w;, re-
spective @ und — @ sind.

Bemerkung. — Um iiber die Werthe des Potentials
w (10.) in der Ndhe von g eine noch deutlichere Vorstellung

zu gewinnen, bezeichne man die Innenwinkel des Dreiecks .

ght mit A, B, ¢, so dass also
A+Bf+o=70

ist. Zugleich beschreibe man um g einen Kreis x* mit einem
Radius, der kleiner als gh ist, und bezeichne die schein-
bare Grosse dieses Kreises fiir einen in 7 befindlichen Beobachter
mit 2B. Gestattet man nun dem variablen Puncte ¢ inner-
halb des Kreises » jede beliebige die Linie gh nicht tber-
schreitende ~ Bewe- :
gung, so wird die
Formel (17.) von
Augenblick zu Au-
genblick in Giiltig-
keit bleiben, sobald
man festsetzt, dass
die Variablen A, 8, @
wihrend jener Be-
wegung sich Schritt fiir Schritt in stefiger Weise édndern sollen,
und ferner festsetzt, dass B und @ jedesmal, wenn sie durch

15,
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17,
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Null gehen, ihr Zeichen wechseln sollen. Alsdann aber wird A
zwischen O und 2@, ferner f§ zwischen — B und - B variiren,
endlich ¢ identisch sein mit w,; so dass man die Formel (17.)
auch so schreiben kann:

A+B+w=mw,
d. i w— (@ — A)= — B3
hieraus folgt mit Riickblick auf (18.):
abs [w, — (@ — A)] < B.

Durch Verkleinerung von x kann man offenbar B beliebig
nahe an Null herandriicken. Somit folgt aus (20.), dass man
durch Verkleinerung von % den absoluten Betrag der Differens
we — (@ — B)

fiir alle inmerhalb % befindlichen Puncte ¢t unter cinen beliebig
gegebenen Kleinheitsgrad hinabdriicken kann.

Der hier eingefiihrte zwischen 0 und 2@ variirende
Winkel A mag das Aezimuth des Punctes ¢ in Bezug auf
g, gh genannt werden¥).

§ 2.
Betrachtung einer ungeschlossenen Curve von stetiger Biegung.

Nimmt man fiir ¢ eine ungeschlossene Curve von stetiger
Biegung mit den Endpuncten g, 2 und mit festgesetzter
positiver Seite, und setzt man ausserdem w =1, so lautet
das’ zu untersuchende Potential (1.) folgendermassen:

Wz =./’:(do'), »

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente der Curve.
Was zunichst

Die Werthe w, resp. w,, w; betrifft, so ergeben sich aus
beifolgender Figur die Formeln:

w, = (gsm) 4 (hsn),
wy= 0 +(hgk),
wo mn und gk die Tangenten der Curve in s und g vor-
stellen. Auch erkennt man mit Riicksicht auf (22.), dass w0,

*) D, i in Bezug auf den Pol g und die Axe gh.
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lings der ganzen Curve von g bis & in stetiger Weise variirt *),
und dass also w; fiir solche Puncte s, die unendlich nahe an

7 .

/

/ ~__
'3 i =S .
A >\\\ n
/ / S~

[~
s
YA

g liegen, nur unendlich wenig von w, abweicht. Demgemiiss
erhilt man die Formel:

K

Weg = Wy .

Genaueres. — Will man fiir die Stetigkeit der Function
w, im Puncte ¢g einen strengeren Beweis haben, so bezeichne
man die inneren Winkel des Dreiecks ghs resp. mit (g), (%), ().

Alsdann ist:
@+ @+ 6=,
oder, was dasselbe [vgl. die Figur, sowie auch (24.)]:

(wy—e)+ B+ (T —w)=1,
oder einfacher geschrieben:
w,— Wy, =f —a.

Construirt man nun eine Winkelfliche**) von der Weite &
mit dem Scheitelpunct g und der Axe gk, sodann eine zweite
Winkelfliche von derselben Weite mit dem Scheitelpunct &
und der Ax€ hg, und bezeichnet man das diesen beiden
Flichen gemeinsame (dreieckférmige) Gebiet**) mit A, so

*) Wire z. B. o ein Kreisbogen, so wiirde w, constant, also
w, = w, = w, sein, )
**) Unter einer Winkelfliche verstehe ich ein gleichschenkliges

Dreieck mit unendlich weit entfernter Grundlinie, Die Spitze dieses .

Dreiecks, den Winkel an der Spitze und die Halbirungslinie dieses
Winkels bezeichne ich kurzweg als Schestelpunct, Weite und Axe der
Winkelfliche.

*+¥) Dieses gemeinschaftliche Gebiet % ist in der umstehenden Figur
schraffirt.

25,
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sind die Winkel « und g fiir alle auf %A gelegenen Puncte s,
ihrem absoluten Betrage nach, kleiner als {e&. Somit ist
fiir diese Puncte abs (8 — &) < ¢, also nach (26.): '

abs (w, — w,) < ¢.

Folglich kann man von g aus auf der gegebenen Curve 6 eine
Strecke gp wvon solcher Kleinheit abschneiden, dass fiir alle
auf dieser Strecke befindlichen Puncte s die Differens

w, — Wy

threm absoluten Betrage nach unter eimem beliebig gegebenen
Kleinheitsgrade liegt*). W. z. z. w.

In #dhnlicher Art wird man, mit Riicksicht auf (22.), die
Stetigkeit der Function ¢, in jedem ¢nfermediiren Punct s
nachzuweisen im Stande sein.

Die ausserhalb ¢ befindlichen Werthe w; sind iiberall
stetig, und, ebenso wie im vorhergehenden Beispiel, dar-
stellbar durch eine krumme Fliche %, welche im Bereich
eines jeden der Puncte g, h die Gestalt einer Schraubenfliche
hat**). — Denkt man sich nun, um auf die sogenannten

*#) Denn ist dieser Kleinheitsgrad gegeben = &, so braucht man
nur zwei Winkelflichen der genannten Art, jede von der Weite &, zu
construiren. Alsdann wird die auf dem gemeinschaftlichen Gebiet %
dieser beiden Flichen befindliche Curvenstrecke dep gestellten An-
forderung entsprechen.

**) Auch bemerkt man, dass die gegenwiirtige Fliche § mit der
friilheren zum grossen Theil identisch ist, falls nmlich die Endpuncte
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Grenzwerthe niher einzugehen, drei einander unendlich nahe
Puncte @, s, 4, von denen s auf der gegebenen Curve ¢
irgend welche intermedidre Lage hat, wihrend a und ¢ resp.
auf der negativen und positiven Seite von ¢ liegen, so er-
geben sich aus ndchstfolgender Figur die Formeln:

Wa = — (gah) =9,
w,=—(9sh)+ @& =—9+,
w; = — (gih) + 2@ = — ¢ 4 2@,

wo ¢ den gemeinschaftlichen Werth der drei Winkel (gak),
(gsh), (gih) bezeichnet*). Die Werthe w,, w; sind aber,
weil @, ¢ dem Puncte s unendlich mahe liegen, sogenannte

Grenswerthe, also mit w,,, w;, zu bezeichnen, wodurch die .

vorstehenden Formeln iibergehen in:

Way=—@, -
w, =‘_‘p+ﬁ;
’w;,=—(p_+2@'.

Und hieraus ergeben sich durch Subtraction die wichtigen
Relationen:

Way = Wy — @,

Wiy =W, + @ ,

zu denen man iibrigens einfacher hitte gelangen konnen
durch Anwendung gewisser. allgemeiner Sitze [vgl. (49.)
Seite 141].

Lésst man nun ferner, um zur Untersuchung der Grenz-
werthe w,, iiberzugehen, den variablen Punct ¢ lings einer
gegebenen Linie f{gc dem Puncte g sich nihern, so ergiebt

_sich aus niichstfolgender Figur:
) we = (htg),
oder, falls man ¢ lings jener Linie unendlich nahe an g heran-
riicken lisst:

g, h in beiden Fillen dieselben sind. In der That wird eine solche
Identitat in allen Puncten der Ebene stattfinden, mit Ausnahme der-
jenigen, welche innerhalb des von der Curve ¢ und der geraden Linie
gh umschlossenen Gebietes liegen.

*) Es kdnnen nidmlich diese drei Winkel als gleich gross betrachtet
werden, weil die Puncte a, 8, ¢ einander unendlich nahe liegen sollen.

31.
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Wy = (hgc).
Andrerseits ist nach (24.):
wy = (hgk).

Hieraus folgt durch Subtractiom:
Wiy — Wy = (hyc) — (h.‘ﬂ”) = (kyge),
d. i.: Wig — Wy =T — A,

wo A das Azimuth der Linie g¢, d. i. ihren Neigungswinkel
gegen die positive Seite der Curve ¢ bezeichnet*). Wh-

rend also der direct in g vorhandene Werth w, (35.) ein
villig bestimmier ist, himgt der Gremswerth w., (37.)
wesentlich ab von dem Azimuth der Anndherung, d. i.
von A .

Genaueres. — Um iiber die Verhiiltnisse in der Nahe
von g eine noch deutlichere Vorstellung zu gewinnen, be-
zeichne man die Innenwinkel des Dreiecks gh¢ resp. mit
(9), (B), (t). Alsdann ist:

@+d+ @)=,
oder, was dasselbe [vgl. (35.)]:

*) Ldsst man die Anniiherung des variablen Punctes ¢ nicht lings
der geraden Linie tgc, sondern lings irgend einer (durch g gelegten)
Curve erfolgen, so gilt ebenfalls die Formel (37.). Nur hat man als-
dann unter A das Azimuth dieser Curve, d. i. denjenigen Winkel zu
verstehen, unter welchem diese Curve im Puncte g gegen die positive
Seite der gegebenen Curve ¢ geneigt ist.
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B—w)+p+ o=

Denkt man sich nun um g einen kleinen Kreis x beschrieben,
dessen scheinbare Grisse, von h aus betrachtet, 2B heissen
mag, und gestattet man dem variablen Puncte ¢ innerhalb
dieses Kreises x jede beliebige die Curve o micht iiber-
schreitende Bewegung, so wird die vorstehende Formel (38.),
wihrend einer solchen Bewegung, fortdauernd in Giltigkeit
bleiben, sobald man festsetzt, dass die Variablen A, 8, @
sich stetig indern sollen, und ferner festsetzt, dass B und ¢
jedesmal, wenn sie durch Null gehen, ihre Zeichen wechseln
sollen. Alsdann aber wird A zwischen O und 2@, ferner
zwischen — B und - B variiren, und ¢ identisch sein mit
w;, sodass man die Formel (38.) auch so schreiben kann:

(A_wy)+ﬁ+w¢=w)
d. i.: (we — wy) — (@ — A)=—8.

Hieraus folgt mit Riickblick auf (39.):
abs [(w; — w,) — (@ — A)] < B.

Durch Verkleinerung von x» kann man offenbar B beliebig
klein machen. Somit folgt aus (41.), dass man durch Ver-
kleinerung von » den absoluten Betrag der Differenz

(w: — wy) — (@ — A)
fiir alle innerhalb x befindlichen Puncte t unter jeden beliebigen
Kleinheitsgrad hinabzudriicken im Stande ist.
Der hier eingefithrte zwischen O und 2@ variirende

Winkel A mag das Azimuth des Punctes ¢ in Bezug auf
g, 6 heissen.

§ 3.
Betrachtung einer ungeschlossenen Curve von beliebiger
Beschaffenheit.

Wie die Curve auch beschaffen sein mag, stets wird
man von dem einen Endpuncte aus ein Stiick der Curve ab-
schneiden konnen, welches frei von Ecken, also stetig gebogen
ist. Folglich werden die geometrischen Verhiltnisse im Be-
reich eines solchen Endpunctes genau dieselben sein, wie im

vorhergehenden §, wo die ganze Curve stetig gebogen war.
Neumann, Potential, ‘18

41.
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Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aus (28.) und (42.) fol-
gender Satz:

Es sei 6 cine gane beliebige (z. B. mit irgend welchen
Ecken behaftete) von g nach h laufende Curve mit bestzmmt
festgesetzter positiver Seite, und

- j‘(da),

das Potential eimer auf o aus_qebreztetm Doppelbelegung vom
Momente Eins. — Alsdann wird sich, falls irgend ein Klein-
heitsgrad & gegeben ist, stets um g ein Kreis x von solcher
Kleinheit beschreiben lassen, dass fiir alle innerhald » befind-
lichen Puncte s und t die Formeln gelten:
abs (w, — w,) < ¢,
abs [(w; — w,) — (@ — A)] < &,
wo A das Azimuth des variablen Punctes t in Besug auf g, o,
d. 1. denjenigen Winkel beseichnet, unter welchem die Linie
gt gegen die positive Seite der Curve 6 geneigt ist¥).
Wichtige Bemerkung. — Dieser Satz bildet den eigent-
lichen Trdger der weiter folgenden allgemeinen Untersuchungen.
Dies ist die Ursache, welche mich bewogen hat, die Grund-
steine (28.) und (42.), auf welche dieser Satz basirt ist, im
YVorhergehenden der genauesten Priifung zu unterziehen.

§ 4.
Das Potential einer Doppelbelegung von beliebigem Moment,
dieselbe ausgebreitet gedacht auf einer ungeschlossenen Curve
von beliebiger Beschaffenheit.

Es sei 6 eine ganz beliebige (z. B. mit irgend welchen
Ecken behaftete) von g nach & laufende Curve, mit bestimmt
festgesetzter posltlver Seite; ferner seien

0., =f(d6), und W, =‘/‘p.(d¢)==

die Potentiale zweier auf ¢ ausgebreiteter Doppelbelegungen,
deren Momente respective Eins und p sind. Es sollen die

*) Die Bezeichnungen s, ¢ sind angewendet in dem zu Anfang
dieses Capitels [(2.), Seite 268] festgesetzten Sinne.

’
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Eigenschaften von W untersucht werden, unter der Voraus-
setzung, dass w auf o stetig ist. )

Die Endpuncte g, & der Curve 6. — Mit Riicksicht auf
(41.) ergiebt sich aus einem frither besprochenen Hiilfssatz
[Seite 145, vgl. namentlich auch die Note], dass die von z
abhiingende Function -
' Q =W, — g W
im Bereich des Punctes g stetig ist. Man kann also, falls
irgend ein Kleinheitsgrad & gegeben ist, um g einen Kreis
% von solcher Kleinheit beschreiben, dass fiir alle innerhalb
% befindlichen Puncte 2 (s und ¢) die Relation stattfindet:

abs (Q; — Q) < €.
Nun ist nach (48.):

Q— Q= (W,— W,) — u, (W, — wy),

Q— Q= (W:— W,) — p, (w: —w,),
oder, was dasselbe:

W, — W, = (2 — Q) + u, (w; — w,),
(We—Wy)— py (—D)=(R— Q) + g [(w—w,) — (7—A4)],
wo A das Azimuth des variablen Punctes ¢ in Bezug auf g, 6
sein soll. Was die rechten Seiten der Formeln (51.) betrifft,
so kann man den um g beschriebenen Kreis % so weit ver-

kleinern, dass fiir alle innerhalb x befindlichen Puncte s, ¢

die Relationen stattfinden:
abs (Q, — Q,) < &,
abs (@ — Q) < &% ‘
hierauf aber kann man durch weitere Verkleinerung von %

erreichen, dass fiir alle innerhalb x vorhandeiien Puncte s, ¢
‘gleichzeitig auch folgende Relationen stattfinden:
abs (w, — w,) < &,
abs [(10 — w,) — (@ — A)] < & ; [zufolge des Satzes (44.)].
Solches ausgefiihrt, gewinnen die Formeln (51.) fiir die inner-
halb % gelegenen Puncte s, ¢ die Gestalt:
_ abs (W, — W,) < &+ ms°,
abs [(We — W) —p, (@ — 8)] < &+ me°,
wo m den absoluten Werth von g, bezeichnet. — Der Klein-
heitsgrad &° unterliegt unserer Willkiihr, und kann also z. B.
18%*

[zufolge des Satzes (49.)]

41,

51,

53,
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so gewihlt werden, dass er zu irgend einem andern Klein-
heitsgrad in der Beziehung steht: & + me®=¢. Mit
Riicksicht hierauf ergiebt sich aus (52.) folgender Satz.

Erstes Theorem.
Es set 6 eine ganz beliebige (z. B. mit irgend welchen
Ecken behaftete) von g nach h laufende Curve, mit bestimmi
festgesetzter positiver Seite, und

W. =f,"(d6)z
9

das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung, deren
Moment u auf o diberall stetig ist. — Alsdann wird sich,
falls irgend ein Kleinheitsgrad & gegeben ist, jederzeit um g
ein Kreis x von solcher Kleinheil beschreiben lassen, dass filr
alle inmerhalb » befindlichen Puncte s, t die Formeln gelten:
abs (W, — W,) < &,
abs (W, — W) —p, (@ — A)] < ¢, .

wo A das Azimuth des variablen Puncles t in Besug auf
g, 6, d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem die
Linie gt gegen die positive Seite der Curve 6 geneigt ist¥®).

Aus diesen Formeln (54.) folgt sofort:

W;y - W,=0, .
Wy — W, =y (@ — D),

wo alsdann A das dzimuth der Amndherung, d. i. das Azi-
~muth der unendlich kleinen Linie g¢ bezeichnet.

Die intermediiiren Puncte der Curve ¢. — Mit diesem
Namen haben wir (vgl. Seite 264) all’ diejenigen Puncte der
Curve bezeichnet, welche von den beiden Endpuncten durch
irgend welche, wenn auch noch so kleine, Entfernungen ge-

trennt sind. Somit ergiebt sich aus einem frithern Satz
[(49.) Seite 141], dass die Function

W, + 8su, A
fir alle snfermedidren Puncte s stetig ist. Auch ergiebt sich

aus jenem Satz, dass fiir jeden ¢nfermediiiren Punct s die
Formeln gelten:

¥) Man vgl. die vorhergehende Note,
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Waa= (W:’ '+' b’ll‘a) - wl"’}
Wi = (W, + s,u5) + T s,
aWaa a.Wl.l
op = op’
wo « und % irgend zwei Puncte ¢ sein sollen, die dem ge-
gebenen Puncte s resp. von der negatwen und pomtwen Seite
sich nahern

§ 5.
Fortsetznng Die beiden Warthsysteme des betrachteten
Potentials.

Wollen wir schliesslich eine deutliche Vorstellung uns
verschaffen iiber die Gesammtheit der Werthe des Potentials
W (53.), so haben wir der Reihe nach zuerst das bystem
der W,, sodann das System der W, zu betrachten.

Das System der Werthe W,. — Denkt man sich eine
Fuuction f, welche fiir die intermediiren Puncte s und fiir
die Endpuncte g, h durch die Formeln definirt ist:

fv= Wg:
fo = W, 4 s,u,,
fh= Wht

so wird diese Function f, nach (56.), in jedwedem infer-
medidren Punct s stetig sein. Was ferner die Endpuncte be-
trifft, so wird man, wie die gegebene Curve auch beschaffen
sein mag, jederzeit von g aus ein Stiick der Curve abschneiden
konnen, welches frei von Ecken, mithin stetig gebogen ist.
Fiir alle Puncte s dieses Curvenstiickes ist alsdann &, = 0;
so dass die Formeln (58.) fiir dieses Curvenstiick die ein-
fachere Gestalt annehmen:

fo= Wy,

fi=W,.
Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf die erste Formel (54.)
sofort, dass f im Puncte g stetig ist.” Analoges gilt fiir h. —
Auf Grund dieser Ergebnisse (59.), (60.) haben wir unserm
ersten Theorem ein

57,

69,
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Zweites Theorem )
beizufiigen, darin bestehend, dass die durch die Formeln

ﬂ"—" Wv:
fo = W.+ s,
fo= Wa

definirte Function f auf 6 allenthalben stetig ist, sowohl in
den intermediiiren Puncten s, wie auch in den Endpuncten
g, h. Hieraus folgt, dass die Function W, durch Abdnderung
thres Werthes in gewissen einzelnen Puncten (den Ecken der
Curve) in eine Function ubergeht, welche auf der Curve
allenthalben stetig ist.

Das System der Werthe W;. — Diese W, sind offen-
bar iiberall stetig®). In Betreff ihrer Grenzwerthe ist zu ver-
weisen auf die Ergebnisse (55.) und (57.), so dass wir, alles
zusammengefasst, zu folgendem Satz gelangen:

Drittes Theorem.

Das System der W, [vgl. die Definition (53.)] ist in jedem
Puncte t stetig. Ldsst man den variablen Punct t irgend
einem intermedidren Puncte s von der nmegativen oder
positiven Seite sich ndhern, und bezeichnet man denselben -
im erstern Fall mit a, im letztern mit ¢, so gelten fiir die
betreffenden Gremzwerthe W,, und W;, die Formeln:

Woo = (W, + ;) — T e, oW,y 0W,,

Wia=(W:+8:l":)+wl‘;7 —W=TP——7
wo p eime beliebige Richtung vorstellt. — Ldsst man ferner_
den variablen Punct t einem der Endpuncte, 2. B. dem
Puncte g sich nihern, so gilt fir den betreffenden Grenzwerth
W, die Formel:

W= W, + uy (@ — 4),
wo A das Azimuth der Anndherung, d. . das Azimuth
der unendlich Fleinen Linie gt vorstellt.

Die drei allgemeinen Theoreme (53.), (61.), (62.) inclu-
diren alle fritheren Sitze des gegenwirtigen Capitels als
specielle Fille.

*) Denn wir verstehen ja unter den ¢ nur solche Puncte, die ausser-
halb ¢ liegen, also von ¢ durch irgend welche, wenn auch noch so
kleine, Zwischenrdume getrennt sind.
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* Die Theorie der kanonischen Potentialfunctionen.

Wir kénnen von den ,,Pofentialfunctionen eines gegebenen
Gebietes“ sprechen, indem wir — nach dem Vorgange von
Lipschitz und auch wohl anderer Mathematiker — unter einer
solchen Function das Potential irgend welcher Massen ver-
stehen, die theils ausserhalb, theils auf der Grense des ge-
gebenen Gebietes ausgebreitet sind. Diese Potentialfunctionen
bilden das eigentliche Thema unserer Betrachtungen. In der
That drehen sich fast all’ unsere Untersuchungen, sowohl
die vorangegangenen als auch- die noch weiterhin anzustellen-
den, um die Auffindung derjenigen Potentialfunction eines
gegebenen Gebietes, welche auf der Grenze desselben mit daselbst
vorgeschricbenen Werthen entweder vollstindig oder doch bis
auf eine additive Constante wbereinstimmt. Wahrend wir aber
bisher jene vorgeschriebenen Werthe immer als stetig vor-
ausgesetzt haben, wollen wir gegenwirtig annehmen, dass
diesélben wmstetig seien, und in Ueberlegung ziehen, ob viel-
leicht dieser zweite Fall auf den ersten sich reduciren lasse.
Um die Frage genauer zu formuliren, betrachten wir ein be-
stimmtes Beispiel:

Es sei ¢ eine stetig gebogene geschlossene Fliche, ferner
& der Raum innerhalb 6, und es sei irgend welche Methode
M bekannt*), mit Hiilfe deren man die Potentialfunctionen
des Raumes & fiir stetig gegebene Grenzwerthe wirklich zu
construiren vermag. — KEs fragt sich, ob man alsdann jene
Potentialfunctionen auch fiir solche Grenzwerthe f zu bilden

*) Eine solche Methode I wird z. B. die Methode des arithmetischen
Miitels sein, falls die Fliche ¢ zweiten Ranges und keine zwei-
sternige ist.



280 Achtes Capitel.

im Stande ist, welche auf ¢ lings einzelner Curven mit end-
lichen Differenzen behaftet, sonst aber stetig sind*).

Bilden wir, um niher hierauf einzugehen, das diesen f
entsprechende Integral:

1 [F-cosd-d 1 .
Uo=35_- f—co%—'—’=§;‘— f(d6)z, [vgl Seite 114, 122],

d. i. das Potential einer auf ¢ ausgebreiteten Doppelbelegung

vom Momente ;zf; , und beachten wir, dass die Fliche ¢
nach unserer Voraussetzung (2.) von stetiger Biegung ist, so
erkennen wir leicht, dass die Werthe U, von der Unstetig-
keit der f, in keinerlei Weise afficirt, sondern trotzdem stetig
sind**). Auch erkennen wir, dass die U; zu den U, in der
Beziehung stehen-

Ui, = U, + f,; [vgl Seite 115];
so dass also die Stetigkeit der U, sich unmittelbar auf die
(fs — U;,) tibertrigt. Folglich werden wir mit Hiilfe der be-
kannten Methode It (2.) diejenige Potentialfunction V; des
Raumes § zu construiren im Stande sein, welche auf ¢ die
Werthe (f, — Ui,) besitzt, also der Relation entspricht:

Via = ﬂ - Uis.

Geben wir dieser Relation aber die Gestalt:

*) Ob diese Unstetigkeitscurven geschlossen oder ungeschlossen
sind, ferner ob sie einander schneiden oder nicht schneiden , mag vollig
dahingestellt bleiben.

**) Um diese Behauptung zu rechtfertigen, beschreiben wir um
irgend einen Punct s, der Fliche o eine kleine Kugelfliche, durch
welche ¢ in einen innern Theil ¢ und einen Zussern Theil ¢” zerfillt.
Zufolge unserer Voraussetzung (2.) kann der innere Theil ¢’, bei hin-
reichender Kleinheit der Kugelfliche, als eben, mithin als eine kleine
Kreisfliche angesehen werden. Bilden wir nun das Integral U fiir irgend
einen auf ¢, und zwar auf ¢’ gelegenen Punct 8, so kann dasselbe in
zwei Theile zerlegt werden, entsprechend den Flichen ¢’ und ¢”:

U,=U + U

Mit Riicksicht auf (4.) erkennen wir aber sofort, dass in allen Elementen
des Integrals U, der Winkel & = 90°, mithin U, = 0 ist. Folglich wird:

U‘ —_ U;’;

und hieraus ersehen wir sofort, dass U, bei einer kleinen Bewegung des
Punctes s in stetiger Weise variirt; w, z. z. w.
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I’i:"l‘ U-ia=’f37

so erkennen wir sofort, dass (V; 4 U;) die eigentlich ge-
suchte Potentialfunction repréisentirt, nimlich diejenige, deren
Grenzwerthe mit den vorgeschriebenen f identisch sind. —
Die vorhin aufgeworfene Frage ist daher bejahend zu beant-
worten. Mit anderen Worten:

Bezeichnet 6 eine wberall stetig gebogene geschlossene
Fliche, ferner § den Raum innerhalb o, und ist man im
Besitz irgend welcher Methode zur Bildung *der Potential-
functionen des \Raumes S fiir vorgeschricbene stetige Grenz-
werthe, so wird man diese Functionen auch fiir solche Grenz-
werthe zu bilden im Stande sein, welche lings einzelner Curven
mit endlichen Differenzen behaftet, sonst aber stetig sind.

' Analoges gilt selbstverstindlich in der Ebene, mit Bezug
auf das Logarithmische Potential, so dass man sagen kann:

Beseichnet 6 eine stetig gebogeme geschlossene Curve,
ferner I das Gebiet innerhalb 6, und ist man im Besitz irgend
welcher Methode zur Bildung der Potentialfunctionen des Ge-
bietes § fiir vorgeschricbene stetige Grenzwerthe, so wird man

. diese Functionen auch fir solche Grenswerthe zu construiren
im Stande sein, welche in einzelnen Puncten mit endlichen
Differenzen behaftet; somst aber stetig sind. — Uebrigens
werde ich diesen Satz im gegenwirtigen Capitel in grosserer
Strenge und zugleich auch in grosserer Allgemeinheit be-
weisen, nimlich zeigen, dass derselbe auch dann in Kraft
bleibt, wenn die gegebene Curve ¢ mit irgend welchen Ecken
behaftet ist. ;

Vor allen Dingen fragt es sich, ob das in (9.) behandelte
Problem ein vollig bestimmtes sei, ob also eine Potential-
function W; des Gebietes § durch Angabe ihrer Grenzwerthe
[ elndeutig bestimmt werde, — immer vorausgesetzt, dass
diese f keine anderen Unstetigkeiten haben als solche, die
in einzelnen Differenzpuncten bestehen. Ich werde zeigen,
dass solches der Fall ist, sobald man noch gewisse, den ein-
zelnen Differenzpuncten entsprechende Bedingungen hin-
zufiigt. Diese accessorischen Bedingungen sind leicht an-
gebbar.  Bezeichnet nimlich g irgend einen der in Rede
stehenden Differenzpuncte, und sind f; und f, die in g

¢
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zusammenstossenden Werthe von f, so besteht die dem Puncte
g entsprechende accessorische Bedingung darin, dass alle inner-
halb eines um g beschriebenen kleinen Kreises befindlichen
Werthe W; durch Verkleinerung dieses Kreises theils in das
Intervall f, - - -f, hinein, theils beliebig nahe an dasselbe
heranziehbar sind.

Analoges ist zu bemerken iiber das Gebiet A, d. i. iiber
dasjenige Gebiet der Ebene, welclies ausserhalb der ge-
schlossenen Curve ¢ liegt. Um die Behandlung des Gebietes
A mit der des Gebietes § moglichst conform zu machen,
empfiehlt es sich, den Begriff der Potentialfunction ein wenig
zu modificiren, indem man einerseits verlangt, dass die
Summe der das Potential erzeugenden Massen stets Null sein
soll, andrerseits aber der Potentialfunction von dem wirk-
lichen Potential durch irgend eine additive Constante abzu-
weichen gestattet. Fiir diesen modificirten Begriff wollen wir
das Epitheton ,kanonisch” anwenden; so dass wir also, mag
es sich nun um das Gebiet A oder &, oder um irgend ein
anderes Gebiet € handeln, unter einer kanonischen Po-
tentialfunction dieses Gebietes stets eine solche ver-
stehen, die abgesehen von einer additiven Constante das
Potential irgend welcher ausserhalb oder auf der Grenze des
Gebietes ausgebreiteter Massen von der Summnie Null ist.

Sind ferner auf der Grenze des Gebietes  irgend welche
Werthe f vorgeschrieben, so wollen wir unter der diesen
Werthen f entsprechenden kanonischen Potentialfunction des
Gebietes ¥ diejenige verstehen, welche an der Grenze im
Allgemeinen mit den f identisch ist, insbesondere aber, falls
die f mit einzelnen Differenzpuncten behaftet sind’, in jedem
solchen Puncte der vorhin angedeuteten accessorischen Be-
dingung (10.) entspricht.

§ 1. )
Potentialfunctionen mit stetigen Grenzwerthen..

Es wird angemessen sein, uns zunichst an gewisse Sitze
von Neuem zu erinnern, niémlich an die Theoreme (4.244)
und (J.%¢). Das erstere, oder wenigstens ein specieller Fall
desselben lautet folgendermassen (vgl. Seite 205): Soll ¢, das
Potential irgend welcher auf oder innerhalb ¢ ausgebreiteter
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- Massen von der Summe Null sein, und soll dieses Potential
auf ¢ selber von daselbst vorgeschricbenen Werthen f
nur durch eine unbestimmte additive Constante sich unter-
scheiden: '
&,, = f, + Const.,

so sind hierdurch simmtliche Werthe ®, eindeutig bestimmt.
— — Setst man ¢, — Const. = W,, so gewinnt dieses Theo-
rem folgende etwas bequemere Form:

Eine Function W,, welche, abgeschen von einer unbe-
stimmten additiven Constante, das Potential irgend welcher
auf oder innerhalb & ausgebreiteter Massen von der Summe
Null vorstellen, und auf ¢ selber vorgeschriebene Werthe
besitzen soll:

Waa = ﬂ ) )
ist durch diesc Bedingungen fiir simmitliche Puncte a ein-
deutig bestimmd.

Andererseits konnen wir das Theorem (J.%*) in folgender
Weise ausdriicken (vgl. Seite 208):

Eine Function W;, welche das Potential irgend welcher
auf oder ausserhalb 6 ausgebreiteter Massen vorstellen, und
auf o selber vorgeschricbene Werthe besitzen soll:

Wi = fes
ist durch diese Bedingungen fiir simmiliche Puncte i cindeutig
bestimmt. ]
In wie weit nun aber diese Theoreme (1.), (2.), bei
denen wir stillschweigend die vorgeschriebenen f als stetig
vorausgesetzt haben, auch noch gelten fiir unstetige f, be-

darf einer nihern Untersuchung, bei der wir beginnen werden
mit moglichst einfachen Fillen.

§ 2.
Potentialfunctionen mit unstetigen Grenzwerthen.

Die auf ¢ vorgeschriebenen Werthe f mogen, bis auf’
einen gewissen Punct g, daselbst iiberall stetig sein. In g
aber mogen von beiden Seiten verschiedene Werthe £, und f,
zusammenstossen, sodass also in g ein sogenannter Stufeu-
punct oder Differenspunct vorhanden ist.
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Soll nun diejenige Function W, ermittelt werden, welche
mit Bezug auf diese f den Anforderungen (1.) entspricht,
so ist vor allen Dingen zu bemerken, dass durch diese f die
Grenzwerthe von W, nur unvollkommen gegeben sind. Denn
wir wissen nicht, ob in g das f; oder das f, oder vielleicht
irgend eine dritte Grisse als Grenzwerth anzusehen sei*). Es
bediirfen daher die an W, gestellten Anforderungen, weil
sie in ihrer gegenwirtigen Gestalt an Undeutlichkeit oder
(besser gesagt) an einem innern Widerspruch leiden, irgend
welcher Modification.

Es sei, um die Vorstellung zu fixiren:

i <fhi ™

und ferner sei, der grossern Allgemeinheit willen, g ein Eck-
punct von 6. Man beschreibe um g eine kleine Krets-
peripherie: x4+ A

von variablem Radius, wo % den auf %, und 4 den auf §
gelegenen Theil der Peripherie vorstellen soll. Ferner be-
zeichne man mit 7 den ausserhalb dieser Peripherie gelege-
nen Theil von 6; so dass also

x4z
eine geschlossene Curve vorstellt, deren Beschaffenheit bei
einer Verkleinerung des genannten Kreisradius von Augen-
blick zu Augenblick sich #ndert. — Solches vorangeschickt,
behaupten wir nun, dass die Function W, emdeutlg bestimmt
sei, sobald man sie folgenden drei Bedingungen unterwirft:

I. Die Function W oder W, soll, abgeschen von einer
unbest@mmten additiven Constanten, das Potential irgend wel-

*) Allerdings soll W, abgesehen von einer additiven Constanten,
das Potential irgend welcher auf oder innerhalb ¢ ausgebreiteter Massen
von der Summe Null sein. Folglich miissen die Extreme der W, [nach
dem Theorem (A4."), Seite 37] auf der G'renze von %A, d. i. auf ¢ liegen.
Doch kann man hieraus, weil die Angabe jener Grenzwerthe eine sehr
undeutliche resp. eine sich selber widersprechende ist, keinen weitern
Schluss ziehen, also nicht etwa behaupten, dass jene Extreme unter
den vorgeschriebenen Werthen f anzutreffen seien. Denn es konnte ja-
z. B, ein solches Extrem in g liegen, und daselbst dargestellt sein durch
jene (oben genannte) dritte Grisse, welche villig unbekannt ist.

*¥) Wir wollen némlich den speciellen Fall f; = f; keineswegs aus-
schliessen.
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cher auf oder imnerhaldb o ausgebreiteter Massen wvon der
Summe Null vorstellen.

1. Die W, (d. i. die Werthe, welche W auf © besitzt)

sollen mit den vorgeschricbenen Werthen [ identisch sein:
W,= f ’
wie weit man % auch verkleinern mag¥*).

III. Die W, (d. i. die Werthe, welche W auf x besitzt)
sollen durch Verkleinerung von % theils in das Intervall f,...f,
hinein, theils beliebig nahe an dasselbe heranmziehbar sein.
Mit anderen Worten: Jene Werthe W, sollen der Bedingung
entsprechen: :

fi—e(®) < We < frt (),
wo &(x) eine von x abhingende positive Grisse vorstellt, welche
durch Verkleinerung von x beliebig klein gemacht werden
kann™*).

Um unsere Behauptung zu rechtfertigen **), wollen wir

Die aus diesen Bedingungen 1., 1., III. sich ergebenden
Consequenzen einer ndhern Untersuchung unterwerfen. Wir
“betrachten irgend einen Punct a ausserhalb 6, bewirken
durch gehorige Verkleinerung von %, dass derselbe auch
ausserhalb x 4  liegt, und erhalten sodann durch Anwendung
des Theorems (4."), Seite 37, auf die Curve x 4 = die Formel:

K<W,. <@,
die Zeichen genommen in sensu rigoroso, wo K’ den klein-

*) Selbstverstindlich ist unter einer Verkleinerung von x stets
eine Verkleinerung des Radius von x zu verstehen. Lisst man eine
solche erfolgén, so wird hierbei der ausserhalb x 4 1 liegende Theil =
der Curve ¢ mehr und mehr anwachsen, indem die beiden Endpuncte
von z dem festen Puncte g sich mehr und mehr nihern. Die II. Be-
dingung verlangt also, dass die auf diesem anwachsenden Theile =
vorhandenen Werthe von W stets identisch sind mit den vorgeschriebe-
nen f, wie weit man jenes Anwachsen durch fortgesetzte Verkleinerung
des genannten Radius auch treiben mag.

*+) Die Grisse £(x) soll abhiingig gedacht werden von x oder, ge-
nauer ausgedriickt, vom Radius von x; und soll also der Art sein,
dass sie durch fortgesetzte Verkleinerung dieses Radius unter jeden
gegebenen Kleinheitsgrad hinabgedrickt werden kann.

**¥) Wir werden zu dieser Rechtfertigung erst am Schluss des § ge-
langen, durch den Satz (24.)
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sten der Werthe W,, W,, und G’ den grossten derselben
bezeichnet. )

Nun ist, falls man den kleinsten und grossten der vor-
geschriebenen Werthe f(3.) mit K und G benennt, nach II.:
K< W.<@G,

ferner nach III.:
E— () < We < G+ (),

also durch Zusammenfassung beider Formeln :

K- < { l e+,

also nach der Definition von K’, G':

X
K—e() < {G} < Gte(x).
Mit Riicksicht hierauf folgt aus (9.):
K—e(x) < Wo < G+ (%),
die Zeichen -genommen n sensu rigoroso. In dieser letzten
Formel ist ausser &(x) alles fest. Denn a reprisentirt den,
zu Anfang ausserhalb ¢ willkiihrlich gewihlten Punct, den
wir aber, nachdem er einmal markirt ist, nicht weiter &ndern
wollen; und K, G sind gewisse den vorgeschriebenen f
eigenthiimliche Constanten. Hingegen reprisentirt &(x) die
in III. genannte positive Grosse, welche durch Verkleinerung
von % beliebig klein gemacht werden kann. Die Formel
sagt daher aus, dass K — ¢ < W, < G + ¢ sei, wie klein
man sich die Grosse ¢ auch vorstellen mag, sagt also aus, dass

K<W,L@G 4
sei, welche Lage der Punct a ausserhalb ¢ auch haben mag.
Genaueres. — Wir werden zeigen, dass man in (13.)

statt < auch das strengere Zeichen < setzen darf. — Man
beschreibe um den beliebig gewihlten Punct a eine kleine
Kreisperipherie «, die vollstindig ausserhalb ¢ liegt*), und
bezeichne den kleinsten und gréssten unter den auf « vor-
bhandenen Werthen W mit W, und W, indem man unter

*) Solches ist stets moglich, weil a ausserhalb ¢ liegt; vgl die
friiher (Seite 31) in Betreff a, s, ¢, A, § gemachten Determinationen.
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a, und a, diejenigen Puncte von & versteht, in denen diese
Werthe sich vorfinden. Durch Anwendung des Theorems
(J.), Seite 40, auf die Peripherie « folgt sofort:
Wo < Wo < W,

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Wie klein nun
die durch diese Formel constatirten Unterschiede auch sein
mogen, stets wird eine positive Grosse J angebbar sein,
welche noch kleiner ist, sodass man erhilt:

Wo+0 < Wo < Wo—2.

Solches vorangeschickt, verkleinere man den um g beschriebe- -

nen Kreisbogen % so weit, bis die um @ beschriebene Peri-
pherie o vollstindig ausserhalb der Curve x + 7 liegt; als-
dann erhdlt man durch Anwendung des Theorems 4.),
Seite 37, auf die Curve % 4 z die Formel:
, W, ,
r<yt<e
die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Hier reprisentiren
K’, G', ebenso wie frither, den kleinsten und grossten der
Werthe W,, W,. Nunmehr verkleinere man den Bogen x
noch weiter, bis das in IIL. und (10.), (11.), (12.) enthaltene

; 8o dass z. B. die Formel (11.) tiber-

&(x) gleich wird mit 100,

geht in:
. ) K’
K_ﬁ'og{G}<G+1oo
Aus (16.), (17.) folgt sofort:
E—ji < Wo wd W <&+

oder, falls man & addirt, resp. subtrahirt:

E4+230 <« W,+0 wma W,—0 < G—22,

die Zeichen genommen in Ssensu rigoroso. Hierdurch aber
gewinnt die Formel (15.) die Gestalt:
994

E4+2 <cw.<a-%2;

woraus a fortior: folgt:
K< W, < G; w. z z. w

14,

15.

16.

18.

19,
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Zusammenfassung. — Stillschweigend' haben wir bis
jetzt den trivialen Kall, dass W, constant sei, ausser Acht
gelassen. Ziehen wir nachtriiglich diesen Fall mit in unsern
Gesichtskreis, so gelangen wir zu dem Resultat, dass in Be-
treff der den Bedingungen (8. 1, 11, III) unterworfenen Function
W. nur zwei Moglichkeiten vorhanden sind:

Erster Fall: W ist auf W nicht iberall constant. Als-
dann muss, falls man den kleinsten und grossten der auf &
vorgeschricbenen Werthe [ mit K, G bezeichnet, fiir jeden be-
liebigen Punct a (endlichen wie unendlich fernen) di¢ For-
mel stattfinden:

K<W.<@G,
die Zeichen genommen in Sensu rigoroso.

Zweiter Fall: W st auf A dvberall constant®). Als-
dann st die eben erwihnte Formel (20.) nicht mehr giiltig,
indem die durch sie behaupteten Unterschiede der allgemeinen
Gleichheit  Platz machen, so dass man z2u schreiben hat:

K=W,=0G.
Unter allen Umstéinden ist mithin, wie durch Zusammen-
fagsung der Formeln (20.), (21.) sich ergiebt:

K< W, <@G. 3
Betrachten wir nun den speciellen Fall, dass die auf ¢ vor-
geschriebenen f constant, etwa = C sind, so wird offenbar
auch K = G = C, mithin nach (22.):

c<w, <L,
d. i.: W,=0C.
Sind also die auf 6 vorgeschriebenen Werthe [ constant, so
wird die den Bedingungen (8. 1, 11, 1IT) unterworfene Function
W. allenthalben constant sein. — Hieraus ergiebt sich
sofort ein zweiter wichtiger Satz, der so lautet:

Die den Bedingungen (8.1, 11, II1) unterworfene Function
W, ist durch diese Bedingungen eindeutig bestimmy. )

Beweis. — Existirten zwei jenen Bedingungen ent-
sprechende Functionen W, und W,’, so wiirde offenbar ihre
Differenz U, = W, — W,  drei analogen Bedingungen Ge-

*) Vgl. die zweite Note Seite 284.
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. niige leisten, welche von jenen nur dadurch sich unter-
scheiden, dass statt der f andere Grenzwerthe auftreten,
welche durchweg Null sind. Hieraus aber folgt mit Riick-
sicht auf (24.), dass U, allenthalben Null ist; w. z. b. w. —

Hiermit ist zugleich auch die Behauptung (7.) gerechtfertigt.

§ 3.

Einige sich anschliessende Bemerkungen.

Nach wie vor mag W, hinsichtlich der gegebenen f (3.)
den Bedingungen (8. 1, II, III) unterworfen sein, was ange-
deutet sein mag durch das Schema:

Potentialbedingung ,
Wa W‘t = f T
fi—e@) < W < fh+e(%).

Wir steigen von hier aus zunichst hinab zu einfacheren
Dingen, nimlich zu Potentialfunctionen mit stetigen Grenz-
werthen. Wir wollen nédmlich annehmen, auf 6 seien irgend
welche Werthe ¢ vorgeschrieben, die daselbst diberall stetig
sind, und es wire Q, die hinsichtlich dieser ¢ den Be-
dingungen (1.) entsprechende Function, was angedeutet sein
mag durch das Schema:

Q Potentialbedingung,
a { Qg = @y, mithin auch: Q, = @,

Der in einem Puncte a vorhandene Werth Q, -wird also
durch Anndherung dieses Punctes gegen einen gegebenen
Randpunet ¢ beliebig nahe an ¢, herangedriickt werden
konnen. Oder was dasselbe: Man wird um 6 eine Kreis-

peripherie von solcher Kleinheit beschreiben konnen, dass

alle auf dieser Peripherie befindlichen Werthe Q, um weniger
als & von ¢, abweichen, wo &’ einen beliebig gegebenen
Kleinheitsgrad vorstellt.  Solches gilt fiir jeden Punct o,
also z. B. auch fiir g, so dass man also mit Riicksicht
auf den um g beschriebenen Kreisbogen » die Formel auf-
stellen kann:

@y — & (%) < U < @, + (%),

wo & oder &£'(x) eine von x abhingende positive Grosse vor-
Neumann, Potential. 19

25,



30.

81,

290 Achtes Capitel,

stellt, welche durch Verkleinerung von x unter jeden gegebe-
nen Kleinheitsgrad hinabdriickbar ist. Durch Hinzufiigung
dieser Formel (27.) gewinnt das Schema (26.) die Gestalt:

Potentialbedingung ,
Qa { 7= Q¢,
9y — (1) < % < 9, + ¢ ()3
wodurch alsdann eine vollstindige Analogie erzielt ist mit
dem Schema (25.) der Function W,. '

Addiren wir die Functionen W, und Q,, so wird die
so entstehende neue Function (W, 4+ Q,) nach (25. ), (28.)
folgendem Schema entsprechen:

Potentialbedingung,
(Wa49,) { (We + Q)= (fr + 92),

(fit90) —E(*) S (Wit Q) < (ft95)+E(%);
wo E(x) = &(x) + &' (%), also eine Function von x ist, die
wiederum durch Verkleinerung von x beliebig klein gemacht
werden kann.

Aus der Analogie der Schemata (25.) und (28.) ersehen
wir, dass die Bedingungen (8. 1, I, III) fiir den speciellen
Fall stetiger. Grenzwerthe gleichbedeutend sind mit den
friiheren Bedingungen (1.). — Sodann aber erkennen wir
ferner mit Hinblick auf (29.), dass wenn swei Functionen
W und Q, jenen Bedingungen respective fiir die Grenzwerthe
f und @ Geniige leisten, alsdann Gleiches auch gilt von der
Function (W, + Q) fiir die Grenzwerthe (f + @). — Gleich-
zeitig erkennen wir, dass dieser letzte Satz giiltig bleibt,
wenn die [ beliebig viele Differenzpuncte haben, ebenso auch
dann, wenn Analoges bei den ¢ stattfindet, gleichviel, ob
die Differenzpuncte der ¢ mit denen der f zusammenfallen,
oder irgend welche andere Lagen besitzen. Nur bediirfen in
solchen Fillen die Bedingungen (8. I, II, III) einer leicht zu
er’:-mnenden Modification*).

Endlich erkennen wir (was kaum noch der Anfithrung

*) Denn man hat, wenn die betreffenden Grenzwerthe n Differenz-
puncte g besitzen, n Kreislinien » + 1 anzuwenden, ferner unter =
denjenigen Theil von ¢ zu verstehen, der ausserhalb dieser # Kreis-
linien liegt, u. 8. w.
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bedarf), dass, wenn eine Function W, den Bedingungen
(8. 1, II, II) fiir die Gremzwerthe [ Geniige leistet, alsdann
Gleiches gilt von der Fumction CW, fiir die Grenzwerthe Cf;
vorausgesetzt, dass C eine Constante ist. ’

§ 4.
Definition der kanonischen Potentialfunctionen.

Man kann die Betrachtungen der letzten §§ in doppelter
Art erweitern, einerseits dadurch, dass man die vorgeschriebe-
nen Grenzwerthe f mit beliebig vielen Differenzpuncten sich
ausgestattet denkt, andererseits dadurch, dass man von der
Betrachtung des Gebietes 2 zu der des Gebietes J sich hin-
wendet. Es wiirde hierbei im hochsten Grade schwerfillig
und schleppend sein, fortwdhrend von Potentialfunctionen zu
sprechen, die fiir das gegebene Gebiet den Bedingungen
(8. I, II, IIT), oder dhnlichen Bedingungen Geniige leisten;
und es mag daher gestattet sein, derartige Functionen kurz-
weg als kanonische Potentialfunctionen zu bezeichnen, unter
Anwendung folgender Determinationen.

Die kanonischen Potentislfunctionen des Gebietes .
Wir denken uns auf dem Rande von %, d. i. auf 6 irgend
welche Werthe f vorgeschrieben, die daselbst entweder {iberall,
oder doch wenigstens bis auf elnzelne Differenzpuncte g stetig
sind, beschreiben im letztern Fall um jeden solchen Punct g
eine kleine Kreisperipherie » 4+ 4, wo x» den auf %, andrer-
seits 4 den auf § gelegenen Kreisbogen vorstellen soll, be-
zeichnen ferner den ausserhalb all’ dieser Peripherien befind-
lichen Theil von ¢ mit z, und definiren alsdann die den
Werthen [ entsprechende kanonische Potentialfunction W oder
W, des Gebietes A durch folgende Bedingungen:

1. Die Function W soll, abgesechen von einer additiven
Constante, das Potential irgend welcher ausserhalb N, resp.
auf der Gremze von N ausgebreiteter Massen von der Summe
Null sein.

11. Die Function W soll auf © die vorgeschriebenen Werthe
[ besitzen: .

Wt = f [}

wie weit man die Radien der » auch verkleinern mag.
19%

32.
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III. Sind f, < f, dic Werthe der [ in irgend einem
Puncte g, so sollen die Werthe, welche W auf dem zugehirigen
Kreisbogen x besitet, der Formel entsprechen:

fi—e@) < W <[y, + (%),

wo &(x) eine positive Grosse vorstellt, welche durch Verkleinerung
des Radius von x beliebig klein gemacht werden kanmn. Diese
Bedingung soll erfiillt sein fiir jeden der Puncte g.

Die kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes
mogen in einigermassen #hnlicher Weise definirt werden.
Wir wollen nimlich festhalten an den schon genannten
Werthen f (33.), ferner an den Constructionen %, 1, 7 (34.),
und sodann die den Werthen [ entsprechende kanonische Po-
tentialfunction W oder W; des Gebietes § durch folgende Be-
dingungen definiren: :

1. Die Function W soll das Potential irgend welcher
ausserhald &, resp. auf der Gremze vom § gelegener
Massen sein. '

Il. )Diese Bedingungen sollen Wort fiir Wort eben so lauten, wie

III. |vorhin in (85. IL, III), nur dberall , ¢, 4 statt %A, a, » gesetzt.

Bezeichnet man die den Bedingungen (36. I, II, ILI)
entsprechende Function mit

W, = Pot (M),

indem man unter M die Summe der betreffenden Massen
versteht, so kann man dafiir offenbar auch schreiben:

W: = Pot (M + M) — K,

vorausgesetzt, dass die Masse M iiber eine das Gebiet & (in
beliebiger Entfernung) umschliessende Kreisperipherie gleich-
formig vertheilt ist, und K das constante Potential dieser
Masse M auf innere Puncte vorstellt. Denkt man sich nun
nachtriglich M so gewéhlt, dass M 4+ M =0 ist, und K
dem entsprechend, so ist die Function W; durch (38.) in das
Potential von Massen verwandelt, deren Summe Null ist,
unter Hinzufiigung einer gewissen additiven Constante. Folg-
lich kann man die Bedingung (36. I) auch so ausdriicken:
Die Function W oder W; soll, abgesehen von einer addi-
tiven Constante, das Potential trgend welcher ausserhalb J
resp. auf der Grenze von 3 ausgebreiteter Massen von der
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Summe .Nul I sein. — Hierdurch ist alsdann diese Bedingung
(36. I) in vollstindige Analogie versetzt mit der beim Ge-
biete A angegebenen Bedingung (35. I).

§ 5.
Allgemeine Eigenschaften der kanonischen Potentialfunctionen.

Um diese allgemeinen Eigenéchaften , welche aus den vor-

hergehenden §§, namentlich aus (20.), (23.), (24.), (31.), (32.) -

leicht ersichtlich sind, in anschaulicher Weise zusammen-
zustellen, wird es zweckmissig sein, die Reihenfolge ein
wenig zu dndern. Wir gelangen alsdann, was zunéchst

Die kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes U
betrifft, den Sitzen (24.), (23.), (20.) und (32.), (31.) ent-
sprechend, zu folgenden vier Eigenschaften.

Erste Eigenschaft.

Sind am Rande der Fliche N, d. i. auf o irgend welche
Werthe f vorgeschricben, die daselbst entweder diberall, oder
doch wenigstens bis auf einzelne Differenspuncte stetig sind,
so wird die diesen Werthen entsprechende kanonische Potential-
function W, des Gebietes W eindeutig bestimmt sein.

Zweite Eigenschaft.

Sind insbesondere jene f constant, etwa = C, so wird
W, allenthalben = C sein.

Dritte Eigenschaft.

Sind jene auf 6 vorgeschriebenen Werthe  nicht iiberall
constant, und bezeichnet man den Kleinsten und grissten der-
selben resp. mit K und G, so wird fiir jedweden zur Fliche
A gehorigen Punct a, der innerhald A (nicht etwa hart an
der Grenze von W) liegt, die Relation stattfinden :

4 K< W, <@,
die Zeichen genommen in Sensu rigoroso.

' Vierte Eigenschaft.

Bezeichnet W, die kanowische Potentialfunction der Fliche
W fiir die Grenzwerthe f, so gilt Gleiches von CW, fir die
Grenzwerthe Cf, falls nimlich C eime Constante ist. —

Denkt man sich ferner auf 6 ausser den f noch irgend welchc

41,

42,
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anderen Werthe @ vorgeschrieben, die daselbst ebenfalls ent-
weder iiberall oder doch bis auf einzelne Differengpuncte stetig
sind, und bezeichnet man die diesen @ entsprechende kano-
nische Potentialfunction der Fliche % mit Q,, sowird (W, 4 Qa)
die den Grenzwerthen (f + @) entsprechende sein.

Schliesslich ergiebt sich unmittelbar aus den djesen kano-
nischen Functionen auferlegten Bedingungen (35. I, II, III)
noch folgende

Finfte Eigenschaft.

Ist W, eine kanonische Potentialfunction des Gebietes U,
so gilt Gleiches von W,°mit Beaug auf jeden Theil von U;
gleichviel, ob der Rand dieses Theiles vollstindig innerhalb A
liegt, oder vielleicht theilweise mit dem von U eusammenfalll.

Die kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes J
besitzen, wie man leicht erkennt, vollig analoge Eigenschaften.
In der That werden, um dieselben namhaft zu machen, die
Sitze (41.), (42.), (43.), (44.), (45.) Wort fiir Wort zu wieder-
holen sein, nur iiberall §, ¢ statt A, a gesetat.

8. 6.

Ueber die Bildung der kanonischen Potentialfunctionen fiir
stetige Grenzwerthe.

Sind die vorgeschriebenen Grenzwerthe f stetig, so ist
die Bildung der zugehorigen kanonischen Potentialfunctionen
offenbar gleichbedeutend*) mit der Losung des friiher be-
handelten dussern und innern Problems (Seite 205 und 208),
so dass wir also mit Hiilfe der damals exponirten Methode
des arithmetischen Mittels die Bildung jener kanonischen
Functionen stets zu bewerkstelligen im Stande sind, wenn
die gegebene Curve ¢ zweiten Ranges und keine zweisternige ist.

§ 1. :
Ueber die Bildung der kanonischen Potentialfunctionen fiir
unstetige Grenzwerthe.

Es sei die Grenzcurve ¢ der Fliche A von beliebiger
Beschaffenheit, und es sei — wollen wir voraussetzen —

*) Man vgl. den Satz (30.), Seite 290.
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irgend welche Methode R bekannt gur Bildung der kanonischen
Potentialfunctionen dieser Fliche W fiir stetige Grenzwerthe*).
Wir werden zeigen, dass man alsdann jene Functionen auch
fiir solche Grenzwerthe zu bilden vermag, die mit einzelnen
Differenspuncten behafiet, sonst aber stetig sind. :

Man nehme zundchst an, dass nur ein solcher Differenz-
punct vorhanden sei, bezeichne denselben mit g, ferner den
daselbst von der Fliche % gebildeten Winkel mit », und die
beiden Schenkel dieses Winkels mit gG, und ¢g@,, oder
ausfiihrlicher mit gg,G, und gg,G,, wo gg, und gg, die-
jenigen umendlich kleinen Elemente sein sollen, welche die
Schenkel mit der Curve ¢ gemein haben**). Die auf ¢ vor-
geschriebenen Werthe f sind, abgesehen vom Puncte g, iiberall
stetig, in g aber mit einer Differenz behaftet; und zwar
mogen die in g von beiden Seiten zusammenstossenden Werthe
bezeichnet sein mit:

fi <f-

Um nun zn zeigen, dass man, auf Grund der gemachten
Voraussetzung (48.), die diesen f entsprechende kanonische
Potentialfunction der Fliche ¥ wirklich zu bilden vermag,
werden wir zundichst zwei auxiliire Functionen %, U in Be-
tracht ziehen, sodann zwei weitere Functionen ¥, W bhilden,
von denen die letatere aller Wahrscheinlichkeit nach die ge-
suchte ist, und endlich durch genauere Untersuchung diese
Wahrscheinlichkeit zur Gewissheit erheben.

Bildung zweier auxiliirer Functionen u, U. — Man
ziehe von g aus eine gerade Linie gk von beliebiger Lénge
und Richtung, jedoch so, dass sie mit.all’ ihren Puncten in
3 liegt (vgl. die folgende Figur), nehme die nach g@G,
blickende Seite dieser Linie zur positiven, und bjlde das iiber
alle Elemente ds der Linie hinerstreckte Integral:

*) Eine solche Methode IR wird z. B. die Methode des arithmetischen
Mittels sein, falls die Curve ¢ zweiten Ranges und keine zweisternige ist.

**) Flir gewohnlich ist offenbar der Winkel y = 180°, so dass die
beiden Schenkel ggy G und gg, G, einander diametral entgegengesetzt
sind, In der That wird eine Abweichung von diesen gewdhnlichen
Verhiltnissen nur dann eintreten, wenn g ein Eckpunct der Curve ¢
- ist. [Einen derartigen Fall repriisentirt z. B. die Figur Seite 296 —;
denn dort ist y > 180°, niamlich nach dortiger Bezeichnung: y=24, - 4,.
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e = [ (@5)a .

d. i. das Potential einer auf gh ausgebreiteten Doppelbelegung
vom Momente Eins. Alsdann kapn man bekanntlich, wenn
irgend ein Kleinheitsgrad 0 gegeben ist, um g eine Kreis-
linie # von solcher Kleinheit beschreiben, dass fiir alle inner-
halb % befindlichen Puncte a die Formel gilt:

abs (u, — (& — A,)) < 0, [vgl Seite 268],
wo A, das Azimuth des Punctes ¢ in Bezug auf g, gk vor-

g

stellt. Hieraus ergiebt sich, wenn man den variablen Punct

.a unendlich nahe an g riicken lisst, die Formel:

ey = T — By,
wo Ay, das Azimuth der unendlich kleinen Linie ga be-
zeichnet; also z. B. [vgl. (49.]: '
Upg =T — By,
tUpg =T — Byy,;
hierfiir mag kiirzer geschrieben werden:
Uyg =TT — A,,
Upg =T — A,,
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wo alsdann A, A, die Azimuthe der Linien gg,, gg,, d. i
der Linien gG,, g@G, vorstellen.

Man nehme nun statt w selber eine lineare Function von
» mit constanten Coefficienten:

U=Bu+ C,
wodurch an Stelle der Formeln (55.) folgende treten:
Uyy=B(@— a) +C,
. U,,,,=B(’E’-—-A2)—|—C.
Diese Grossen (57.) lasse man durch passende Wahl der Con-

stanten B, C identisch werden mit den gegebenen Grossen
fi, f,, unterwerfe also jene Constanten den Bedingungen:
' B@—a4a)+C=f1,
B(®— 4y + C=f,. .

Alsdann wird U auf der Curve ¢ im Puncte g, genau ebenso
wie f, die Werthe f, und f, besitzen. Ueberhaupt wird als-
dann die Differenz f, — U, auf o allenthalben stetig, und
iiberdies im Puncte g gleich Null sein.

Aufstellung einer Function W, welche den Bedingungen
(35. 1, II) entspricht. — Da f, — U, (59.) auf ¢ iiberall
stetig ist, so sind wir vermittelst der bekannten Methode M}
(48.) die den Grenzwerthen f, — U, entsprechende kano-
nische Potentialfunction der Fliche A wirklich zu bilden im
Stande, Bezeichnen wir dieselbe mit V, so ist: V,o=fs — Uy,
oder was dasselbe: .

Vao + U, = f o)
und hieraus scheint zu folgen, dass die eigentlich gesuchte
den Werthen f entsprechende kanonische Potentialfunction
den Werth habe:

Wo=V.+ U,.
In der That unterliegt es keinem Zweifel, dass diese Fumction
W hinsichtlich der [ den Bedingungen (35. 1, II) entspricht.
Fraglich ist jedoch ihr Verhalten gegen

Die Bedingung (35. III). Um hierauf niher einzugehen,

werden wir um g eine kleine Kreisperipherie % beschreiben,
das innerhalb x gelegene Stiick der Fliche A mit A, be-
zeichnen, und nachweisen, dass alle auf A, varhandenen
Werthe W, durch gehirige Verkleinerung von x in das Intervall

57,

58,

61,

62.
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fi—4e < Wa < [+ 4
lineingepresst werden kimnen, wo 4¢ einen beliebig geyebenen
Kleinkeitsgrad beeeichnet*). Hiermit wird alsdann erwiesen
sein, dass W der Bedingung (35. III) Germge leistet.
Nach (61.) und (56.) ist:
Ws= Vo+ Bu, 4+ C.
Was die hier auftretenden Grissen B, C, V,, u, betrifft,
so sind B, C die durch (58.) bestimmten Constanten; also:

(@ — A
Af;l—ﬁ' C f + (f! fl)_ Al I)
Ferner ist ¥, eine kanonische Potentialfunction des Gebietes
A mit den Grenzwerthen f; — Uy, also [vgl. (59.)] eine
kanonische Potentialfunction, deren Grenzwerthe lings o
allenthalben stetig sind, und in g auf Null sinken. Folglich
kann man durch Verkleinerung von x dafiir sorgen, dass alle
auf A, vorhandenen Werthe ¥, der Relation entsprechen**):
abs (V, —0) < &,

wo & einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad bezeichnet.
Sodann aber kann man, wie aus (52.) folgt, durch weitere
Verkleinerung von x erreichen, dass gleichzeitig alle auf
N, vorhandenen Werthe u, der Relation Geniige leisten:

abs (Bu, — B(& — A,)) < s.
Fiir das durch diese Verkleinerungen entstandene Flichen-
stiick A, werden also die Werthe von W,, wie aus (64.),
(66.a, b) folgt, sich ausdriicken lassen durch:

W, =B(@ — As)+ CH 2¢9,,
wo &, ein mit der Lage von a variirender (bald positiver
bald negativer) dchter Bruch ist. Hieraus folgt weiter durch
Substitution der Werthe B, C (65.):

We=fit £=4, e — 8) + 260,

oder, kiirzer geschrieben:
We—fi+ 520, 4 260,

*) Man kénnte einfacher den gegebenen Kleinheitsgrad mit & be-
nennen. Doch ist fiir die folgende Betrachtung die hier gewihlte Be-
zeichnungsweise: 4& ein wenig bequemer.

*¥) Man beachte die kurz vor (63.) gegebene Definition von %, .
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wo £, , ¢ die Bedeutung haben:

ga = Aa - A] )

y =4, — 4
so dass also £, das Azimuth des variablen Punctes a in Bezug
auf g, g@G, ist, wihrend p den schon friither besprochenen
constanten Winkel (49.) bezeichnet [vgl. die vorhergehende
Figur]. ’

Nimmt man fiir den Augenblick an, das den Formeln

(67.), (68.), (69.) entsprechende Flichenstiick %, befinde sich
mit all' seinen Puncten zwischen den beiden Schenkeln gG,
und g@G, des Winkels y, so wiirde £, fiir alle Puncte dieses

Flachenstiicks %, zwischen 0 und p, mithin £ -|-.f_—_'_f' £,

zwischen f; und f, variiren; also aus (69.) folgen, dass alle
auf %, vorhandenen Werthe W, zwischen f;—2¢ und f,+2¢
liegen, wodurch alsdann der Satz (63.) bewiesen wire.

Im Allgemeinen wird indessen von dem Flichenstiick
A., wie Kklein dasselbe auch sei,” immer nur ein Theil
zwischen den Schenkeln jenes Winkels liegen, ein anderer
Theil iiber diese Schenkel hiniibergreifen*). Um trotz dieses
Uebelstandes den in Rede stehenden Satz (63.) mit voller
Strenge zu erweisen, lassen wir zuvorderst den Winkel p
nach beiden Seiten sich gleich viel erweitern, indem wir
jeden der beiden, Schenkel gG,, gG, um den Punct g um
einen Winkel

sich drehen lassen, und unterwerfen hierauf das den Formeln
(67.), (68.), (69.) entsprechende Flichenstiick A, einem noch-
maligen Verkleinerungsprocess, indem wir den Radius von x
80 klein machen, dass A, mit all’ seinen Puncten zwischen

den Schenkeln des erweiterten Winkels liegt. Alsdann wird -

&, fiir alle Puncte von A, zwischen — E und y -4 E variiren,
also der Relation entsprechen:

—ELE&B<7+E.
Hieraus folgt, weil f, — f, positiv ist (50.):

_h—*f =1 h—1
“he g hohy <Rzl pp,

*) Man erhillt einen solchen Fall z. B,, wenn man statt der Figur
Seite 296, bei welcher die in g zusammenstossenden Bogen nach % convex
sind, eine andere zeichnet, bei welcher jene Bogen nach % concay sind.

7.
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also durch Substitution des Werthes E (71.):
—2e <EThig < (f—f) +2e.

Mit Riicksicht hierauf aber ergiebt sich, dass die auf dem
gegenwirtigen Flichenstick 9, vorhandenen Werthe W,
(69.) der Relation entsprechen: .
fi—4e < Wa < fi + (i — ) + 4¢,
d. i. der Relation
fi—4e < Wa < fo+ 4e;

 dies aber ist der zu beweisende Satz (63.).

_ Alles zusammengefasst, haben wir also zuerst eine ge-
wisse Function U, gebildet, sodann mit Hiilfe der bekannten

" Methode 9 (48.) eine gewisse Function V, construirt, und

schliesslich nachgewiesen, dass die Summe
Wo=V.+.U.

hinsichtlich der vorgeschriebenen f den Bedingungen (35. I, II,
III) entspricht, oder (kiirzer ausgedriickt), dass diese Summe
W die jenen f entsprechende kanonische Potentialfunction der
Fliche W ist. — Kurz, wir haben gezeigt, wie man, falls
irgend eine Methode 9 zur Bildung der kanonischen Potential-
functionen fiir stefige Grenzwerthe bekannt ist, alsdann diese
Functionen auch fiir unstetige Grenzwerthe zu bilden vermag.
Allerdings war dabei vorausgesetzt, dass diese Unstetigkeit
in einem eingigen Differenzpunct bestehe. Doch kénnen wir
unsere Betrachtungen, wie leicht zu iibersehen, ohne Weiteres
auf den Fall beliebig vieler Differenzpuncte ausdehnen, und
gelangen alsdaun zu folgendem Satz:

"Bezeichnet 6 cine beliebig gegebeme geschlosseme Curve,
durch welche die unendliche Ebene in zwei Theile W und
zerfallt, und ist man im Besitz irgend welcher Methode zur
Bildung der kanonischen Potentialfunctionen der Fliche N fiir
vorgeschricbene stetige Grenzwerthe, so wird man diese Fumc-
tionen auch fir solche Grenzwerthe zu bilden tm Stande seim,
welche mit beliebig vielen Differemspuncten behaftet,
sonst aber stetig sind.

Und Wort fiir Wort derselbe Satz ist, was keiner weitern
Erlduterung- bedarf, zu wiederholen fiir die kanonischen Po-
tentialfunctionen der Fliche 3.
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Ist also z. B. die Curve 6 zweiten Ranges und keine
zweisternige , so wird man vermittelst der Methode des arith-
metischen Mittels die kanonischen Potentialfunctionen des Ge-
bietes A und ebenso auch diejenigen des Gebietes § nicht nur
fiir stetige Grenzwerthe, sondern auch fiir solche Grenzwerthe
zu construiren im Stande sein, welche mit beliebig vielen
Differenzpuncten behaftet, sonst aber stetig sind.

§ 8.
Weiteres iiber die Potentialfunctionen mit unstetigen
Grenzwerthen.

Die kanonischen Functionen des Gebietes . — Die
fiir das Bereich des Differenzpunctes g erhaltene Formel (69.)
lautete : .

— fi—h
Wo=(fi + " 8) + 2604,
oder, ein wenig anders geschrieben:
= (f f —_y —
Wa—'(y 'ﬂ.a'l"y ga).+2£'ﬁa; WO %g =) Ea-

Sind die vorgeschriebenen f mit beliebig vielen Differenzpuncten
g behaftet, so wird man in jedem solchen Punct eine der-
artige Formel erhalten, und gelangt daher zu folgendem Satz.

Bezeichnet 6 eine beliebig gegebene geschlossene Curve,
durch welche die unendliche Ebene tn zwei Theile N und §
zerfillt, und bezeichnet ferner W, eine kanonische Potential-
function der Fliiche N, deren Grenswerthe f mit beliebig vielen
Differenzpuncten g behaftet, somst aber stetig sind, so werden
die Werthe W, .im Bereich eines jeden solchen Punctes,
bis auf eimen unendlich kleinen Fehler, ausdriickbar

sein durch:
~ W, =+ At
14
wo fy, [, y Constanten sind, wihrend &, 1 von der Lage
~ des variablen Punctes a abhdngen. — Die Constanter f,, f,
reprdsentiren die in g zusammenstossenden Werthe von f. Ferner
reprisentirt y den im Puncte g von der Fliche N gebildeten
Winkel, so dass also y im Allgemeinen = @& ist, und eine
Abweichung hiervon nur dann eintritt, wenn ¢ im Puncte g

-,

8.

79.
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sine Eds hat Ewdlork sind £. x dut Aviswudder des variablen
Punrdrs a m Ervng onf dw Schenird o 7, vder {anders
amgedrickt . dic Levdes Thod:. o wdde dor Winked 7 durch
hm%ﬂgaw 5 dass

3 4=z

¥ ).

Wil man i Betreff der mit eimemm umendhich kleinen
Febler bebafteten Formel ™0 sich genaper ausdricken, so
kat man um g eine kleine Kreislime x rn beschreiben, und
u sagen, dass dic Differen:

W‘_fﬁ'*‘ﬁi
7

fur alle innerkall x befindlichen Pumele a durch gehorige Ver-
Hoanerung vom x wunier joden bLelishigen Kleimheitsgrad hinab-
gedriidd serden Eimne.

Bemerkung. — Man konnte die Grossen f, und f,, weil
sie mit den am Rande gegebenen Werthen f in stetigem Zu-
sammenhang stehen, also bei einem Fortschreiten langs des
Randes sich ergeben, die paralaiischen Grenzwerthe nennen.
Ausser diesen besitzt die Function W, im Puncte ¢ noch
unendlich viele andere Grenxwerthe, die alle Zwischen-
stafen von f, bis f, darbieten. Diese letzteren Grenzwerthe

%) Sind ¢gG, und ¢G, die beiden Schenkel des Winkels y, mithin
£E={(agGy,
5= (agGy),
0 werden ¢gG, und ¢gG, rugleich die beiden extremen Lagen der
variablen Linie ga vorstellen. Giebt man dieser letxtern Linie die ex-
treme Lage gG,, 20 folgt mit Racksicht auf (80.):
£=o0, N=17> W.=ﬂ;
und giebt man derselben andrerseits die extreme Lage ¢9G,, 80 wird:
§=7v n=0, W.=ft~
Demgemiss stehen f; und f;, ebenso wie ¢ und 5, in Correspondenz
resp. mit g G, und gG,; so dass also der in (80.) enthaltene Ausdruck
fin+ 1k
mit einem Chiasmus behaftet ist. Uebrigens kann man d:esen Aus-
druck, weil £ 4 n = 7 ist, offenbar auch so schreiben:
LG—8+hHhG—n);
wodarch alsdann jener Chiasmus beseitigt ist.



Die Theorie der kanonischen Potentialfunctionen. 303

ergeben sich, wenn man aus dem Innern der Fliche U’
in verschiedenen Richtungen dem Puncte g sich ndhert, und -
kbonnen demgemiss d1e katabatischen Grenzwerthe genannt
werden *).

Die kanonischen Functionen des Gebietes §. — In
Betreﬂ' der kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes
sind offenbar die Sitze (80.), (82.) Wort fiir Wort zu wieder-
holen, nur ist dabei durchweg &, ¢ statt U, a zu setzen.

§ 9.
Die Symbolik der kanonischen Potentialfunctionen.

Da diese kanonischen Functionen das Hauptinstrument
fiir die Untersuchungen des folgenden Capitels bilden, so er-
scheint es zweckmissig, schon gegenwiirtig einige Bezeich-
nungen einzufithren, durch welche der Gebrauch dieses In-
strumentes erleichtert wird. Was zunichst

Die kanonischen Functionen der Fliche U betrifft, so
mag mit dem Symbol

we/
diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche 9 bezeichnet
werden, welche auf der Grenze von %, d. i. auf ¢ die Werthe
f besitzt. Ist fermer z irgend ein (vielleicht aus mehreren
Stiicken bestehender) Theil von 6, so mag unter

W;)f
diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche A ver-
standen werden, welche auf z die Werthe f besitzt, auf dem
tibrigen Theile von ¢ aber Null ist. Ausserdem mag
W7 kurzweg durch W7,
und W' kurzweg durch WS

angedeutet werden. — Solches festgesetzt, konnen die allge-
meinen Eigenschaftent der kanonischen Functionen (Seite 293),
unter Hinzunahme des neuerdings erhaltenen Satzes (Seite 301),

*) Es diirften diese Namen parabatisch und Fkatabatisch einiger-
massen passend erscheinen, wenn man die betrachtete Fliche ¥ als
ein Festland, und ¢ als das Ufer eines von diesem Festlande um-
schlossenen Meeres 3 sich vorstellt.



-y
h

10.

e Achtes Capitel
in folgender Weise zusammengestellt und vervollstindigt
werden.
Eyrste Eigenschaft
Die Functiom W2 - ist durch Angabe der [ fiir simmi-
liche Puncte a cindeutig bestimmi,
Zweite Eigenschaft.
Bezeichnet (' eine Constante, so ist We" © allenthalben — C.
So z. B. ist "vgl. 3.7 W. allenthalben — 1. )
Dritte Eigenschafit.

Sind die auf 6 vorgeschricbenen [ micht iberall constant,
so gilt fiir jeden innerhalb A gelegenen Punct a die Formel:
Minf < WS/ < Maxf,
diz Zeichen genommen in sensu rigoroso®). Hieraus folgt
z. B. W&/ > 0, falls die f positiv und nicht simmtlich
Null sind; und ferner: W'/ < 0, falls die f negativ und

nicht simmtlich Null sind.
Lasst man den Punct a irgend einem Puncte s der Curve
6 sich unendlich nihern, so erbilt man, falls s ein Stefigkeits-
punct von f ist:
WS,/ =, [vgl. etwa (21.) Seite 289],
und, falls s ein Differenzpunct von f ist:

Wi = »fi:'—f‘—g— [vgl. (80.) und (82.) Seite 301].

Beachtet man, dass hntht +f'§ nothwendig zwischen f, und f,
liegt, so folgt aus (8.), (9) sofort, dass simmiliche Grenz-
werthe W,/ der Relation unterworfen sind:

Min f < W2,/ < Max f;
welche mit (7.) zusammengefasst die Formel ergiebt:

{ e

Minf < l<Maxf

Die den vorgeschriebenen f entsprechende kanonische Potential-

*) In Betreff der Bezeichnungen o, s, %, @, S, ¢ soll festgehalten
werden an unseren friiheren Determinationen (Seite 31).
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function der Kliche N besitzt also die Eigenschaft, dass ihre

simmtlichen Werthe und Grenzwerthe zwischen Min f und
Max f liegen.
Vierte Eigenschaft.
Bezeichnet C eine beliebige Constante, so ist:
W =cws/;
und denkt man sich ausser den [ noch irgend welche*) anderen
Werthe @ auf 6 vorgeschricben, so ist:

Wﬂ /+ Wﬂ‘l’ W¢/+¢

Denkt man sich die Curve ¢ in zwei Theile ¢’ und 6" zer-

legt, und die diesen Theilen entsprechenden Werthe von £, @
respective mit /*, ¢ " und f”, ¢” bezeichnet, so wird man die
Formel (13.) auch so schreiben konnen:

Wg’, /" und ¢”, f" + W:'. ¢ und 0", 9" __ W:'. f+¢ undo”, j"-|-»q:".

Diese Formel aber nimmt, falls die f” und ¢’ Null sind, mit
Riicksicht auf die in (2.) festgesetzte Bezelchnungswelse fol-
gende Gestalt an:

W W = WS e e,
Hieraus folgt z. B., falls_die /* und ¢” simmtlich Eins sind:
WSl Wt =wo!
d. i mach (3) ) S
- We + We =Wo=1;
denn W? hat [vgl. (6.)] stets den Werth Eins.

Fiinfte Eigenschaft.

Ist W, eine kanonische Potentialfunction des Gebietes %,
so gilt Gleiches von W, mit Bezug auf jeden Theil von ¥,
gleichviel ob der Rand dieses Theiles vollstindig innerhald A
liegt, oder wvielleicht theilweise mit dem vom U zusammenfalll.

Die kanonischen Functionen der Fliche J. — In Be-
treff dieser mdgen analoge Symbole adoptirt werden; so dass
simmtliche Formeln und Sitze von (1.) bis (18.) von Neuem
wiederholt werden kénnen, nur tiberall J, ¢ statt %A, a gesetat.

-*) Stillschweigend setzen wir allerdings bei den ¢, wie bei den f,
stets voraus, dass sie auf ¢ keine anderen Unstetigkeiten haben, als
solche, die in einzelnen Differenzpuncten bestehen.

Necumann, Potentiul, 20
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§ 10.
Ueber Entwicklungen nach kanonischen Functionen.

Ein Satz iber die kanonischen Functionen des Ge-
bietes A. — KEs sei ¢ eine belicbig gegebene geschlossene
Curve, durch welche die unendliche Ebene in zwei Theile
A, 3 zerfillt, es seien ferner auf ¢ irgend welche Werthe f
vorgeschrieben, die daselbst, abgesehen von einzelnen Differenz-
puncten, iiberall stetig sind, und es werde die diesen f ent-
sprechende kanonische Potentialfunction der Fliche A ge-

. sucht. — Man nehme an, diese Aufgabe ware approrimativ

gelost durch die Summe:

W® — ) 4 o® . .. . | 0™
denn einerseits seien w!), w®, - - .. 4 w® kanonische Po-
tentialfunctionen der Fliche A resp. mit den Grenzwerthen
fw, f@,...f® g0 dass also [vgl. die vierte Eigenschaft]
W ebenfalls eine kanonische Potentialfunction von ¥ ist,
mit den Grenzwerthen:

F® = fO f fo).... 4 fo,
und andrerseits sei’ erwiesen, dass die Differenz
F® — f fir die Gesammtheit der Puncte s
durch Vergrosserung von n unter jeden beliebigen Kleinheits-
grad hinabgedriickt werden konne. — Ferner mag angenommen
werden, dass die Anzahl der Differenzpuncte fiir simmtliche
fO, f®, f& ... .iniof.
eine endliche ist. Diese Puncte, welche alsdann zugleich
auch die Differenzpuncte von F'® sind, mogen mit g be-
nannt sein*).
Definirt man nun W.oder W) durch die unendliche
Reihe
W=w(l)+w(l’) <+ ..-.ininf,
und lisst sich zeigen, dass die Differenz
W® — W fir die Gesammtheit der Puncte g

*) Allerdings kénnen von den Differenzpuncten der fI0, f® ...
einige sich gegenseitig zerstdren, so dass F™ nicht mehr all’ jene
Puncte, sondern nur einen Theil derselben zu Differenzpuncten hat.
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durch Vergrosserung von n unter jeden beliebigen Kleinheits-
grad hinabgedriickt werden kinne, so wird dieses W die strenge
Losung der gestellten Aufgabe sein*). — Was den

Beweis dieses Satzes betrifft, so wird vor Allem dabei
festzuhalten sein, dass w®"), w®, ... w®, W® resp.fir die f®),
@, ... fm, F® den Bedingungen I., 11, 11I. [das soll heissen
den Bedingungen (35.1., II., 111.) Seite 291] entsprechen, und
von dieser Basis aus zu zeigen sein, dass die Function W die-
selben drei Bedingungen erfiillt mit Riicksicht auf die vorge-
schriebenen f.

Die Functionen w, %®, .. . w®™, W™ geniigen -der
Bedingung I, und sind daher stetig fir alle a. Gleiches gilt
somit, weil [nach (25.)]

W® — W fir die Gesammtheit der @

beliebig klein gemacht werden kann, auch**) von W. Sol-
ches constatirt, ergiebt sich aber aus (24.) sofort, dass W,
ebenso wie w®, w®, ..., das um eine additive Constante
vermehrte Potential irgend welcher theils ausserhalb o, theils
auf der Grenze von 9 ausgebreiteter Massen von der Summe
Null ist. — — Xs entspricht also W der Bedingung I.

Man wihle nun einen heliebigen Kleinheitsgrad &, und
mache die Zahl n so gross, dass

W® — W fiir die Gesammtheit der @
und F® — f  fiir die Gesammtheit der s

kleiner als & wird [was nach den Voraussetzungen (22.), (25.)
stets moglich ist]. Sodann markire man auf ¢ irgend einen
von den g verschiedenen Punct s, und presse den Werth

W durch Anniherung des Punctes a an s in das Intervall
hinein: ’

FP —e < WP < F™ 4+ ¢,
[was stets moglich, weil W) der Bedingung II. entspricht].

*) Es ist festzuhalten, dass wir hier alle Buchstaben a,8, %, a, J, ¢
in Ylem friiher (Seite 31) festgesetzten Sinne brauchen.

**) Diese Behauptung beruht auf einer bekannten Schlussfolgerung,
von welcher im vorliegenden Werke bereits einmal Gebrauch gemacht
ist, viimlich in der Note auf Seite 201.
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In dieser Formel kann man, nach (27.), W® durch W und
F™ durch f ersetzen, ohne dabei einen Fehler von mebr als
2¢& zu begehen. Somlt folgt:
ffi—3:e< W.<f.+ 38

Diese Formel, in welcher 3¢ einen beliebig gegebenen Klein-
heitsgrad vorstellt, zeigt, dass W, durch Apniherung von
a an s beliebig nahe an f, herangedriickt werden kann, oder
(kiirzer ausgedriickt), dass W im Puncte s den Werth £,
besitzt. In solcher Weise kann man darthun, dass W auf
der Curve 6 in allen Pancten, die von den g verschieden
sind, mit den vorgeschriebenen f identisch ist. — — Es ent-
spncht also W der Bedingung II.

Man verfahre jetzt ebenso wie in (27.), wihle namlich
wiederum einen beheblgen Kleinheitsgrad &, und mache n so
gross, dass

W® — W fir die Gesammtheit der @
und F®) — f fir die Gesammtheit der s

kleiner als & wird. Sodann beschreibe man um einen der
Puncte g eine kleine Kreislinie » 4 4, von welcher x in %,
und 42 in § liegt, und presse die Gesammtheit der auf x
vorhandenen Werthe W® durch Verkleinerung des Radius
jener Kreislinie in das Intervall hinein:

F" — e < WP < F® + ¢,

wo F{® s Ff™ die in g zusammenstossenden Werthe von F™
bezeichnen; [solches ist stets ausfiihrbar, weil W® der Be-
dingung IlI. entspricht]. In (31.) kann man, zufolge (30.),
W® durch W und F® durch f ersetzen, ohne ddbej einen
Fehler von mehr als 2& zu begehen. Somit folgt:

fi—3e < We <f, + 3¢
hiermit aber ist erwiesen, dass W der Bedingung III. eben-
falls Geniige leistet. -— W. z. z. w.

Bemerkung. — Wir sind friiher bei Behandlung des so-
genannten dussern Problems (Seite 205) vermittelst der Methode
des arithmetischen Mittels zu einer gewissen nach kanonischen
Potentialfunctionen der Fliche % fortschreitenden Reihe ge-
langt. Dass diese Reihe wirklich die Lésung des Problems
repriisentirt, haben wir damals (§ 12, Seite 199) durch sorg-
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filtige Betrachtungen verificirt. Sehr viel einfacher und
leichter wiirden wir gegenwirtig eine solche Verification aus-
zufiihren im Stande sein, durch Anwendung des eben be-
wiesenen allgemeinen Satzes. — Dass iibrigens

Ein analoger 8atz fiir die kanonischen Potential-
functionen des Gebietes & existirt, bedarf kaum noch der
Erwihnung. Es wiirden, wenn man ihn aussprechen und
beweisen wollte, genau dieselben Worte zu wiederholen sein,
nur J, ¢, 4 statt A, a, x gesetzt.

NB. — Im folgenden Capitel wird von den allgemeinen Eigen-
schaften der kanonischen Potentialfunctionen fortwihrend Gebrauch
gemacht werden. Dabei wird der Leser gut thun, namentlich auf die
Seiten 293, 294 zuriickzublicken, wo diese Eigenschaften in einfachster
Weise angegeben sind, sodann aber auch auf die Seiten 304, 305, wo
diese Eigenschaften von Neuem besprochen sind, unter Hinzufiigung
der betreffenden Formeln.
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eine Ecke hat. Endlich sind &, 7 die Azimuthe des variablen
Punctes a in Besug auf die Schenkel von p, oder (anders
ausgedriickt) die beiden Theile, in welche der Winkel y durch
den variablen Strahl ga zerfdllt, so dass

) Et+n=y
st ¥).

Will man in Betreff der mit einem unendlich kleinen
Fehler behafteten Formel (80.) sich genauer ausdriicken, so
hat man um g eine kleine Kreislinie x zu beschrelben, und
zu sagen, dass die Differenz

w, — fin+ £
7
fiir alle inmerhalb % befindlichen Puncte a durch gehorige Ver-
kleinerung vom » unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinab-
gedriickt werden konne.

Bemerkung. — Man konnte die Grossen f, und f,, weil
sie mit den am Rande gegebenen Werthen f in stetigem Zu-
sammenhang stehen, also bei einem Fortschreiten lings des
Randes sich ergeben, die parabatischen Grenzwerthe nennen.

‘Ausser diesen besitzt die Function W, im Puncte ¢ noch

unendlich viele andere Grenzwerthe, die alle Zwischen-
stufen von f; bis f, darbieten. Diese letzteren Grenzwerthe

*) 8ind ¢G4 und gG, die beiden Schenkel des Winkels y, mithin
E= (ag GI) ’
) 1= (agGy),
80 werden ¢gG@, und g@G, zugleich die beiden extremen Lagen der
variablen Linie ga vorstellen. Giebt man dieser letztern Linie die ex-
treme Lage gG,, so folgt mit Riicksicht auf (80.):
§=0’ "7'=’7: Wa=fl;
und giebt man derselben andrerseits die extreme Lage gG,, so wird:
§=7, 7[’0, Wa=f;_
Demgemiss stehen f; und f,, ebenso wie £ und 75, in Correspondenz
resp. mit g Gy und g Gy; so dass also der in (80.) enthaltene Ausdruck

fin+ ¢

mit einem Chiasmus behaftet ist, Uebrigens kann man diesen Aus-
druck, weil § 4 7 = y ist, offenbar auch so schreiben:

iy =8+ fily—m);

wodurch alsdann jener Chiasmus beseitigt ist.
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ergeben sich, wenn man aus dem Innern der Fliche U’
in verschiedenen Richtungen dem Puncte g sich nihert, und
kénnen demgemiss die Fkatabatischen Grenzwerthe genannt
werden *),

. Die kanonischen Functionen des Gebietes §. — In
Betreff der kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes §
sind offenbar die Sitze (80.), (82.) Wort fiir Wort zu wieder-
holen, nur ist dabei durchweg J, ¢ statt A, a zu setzen.

§ 9.
Die Symbolik der kanonischen Potentialfunctionen.

Da diese kanonischen Functionen das Hauptinstrument
fir die Untersuchungen des folgenden Capitels bilden, so er-
scheint es zweckmissig, schon gegenwirtig einige Bezeich-
nungen einzufithren, durch welche der Gebrauch dieses In-
strumentes erleichtert wird. Was zunéchst

Die kanonischen Functionen der Fliche U betrifft, so
mag mit dem Symbol

we/
diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche 9 bezeichnet
werden, welche auf der Grenze von U, d. i. auf ¢ die Werthe
f besitzt. Ist fermer z irgend ein (vielleicht aus mehreren
Stiicken bestehender) Theil von ¢, so mag unter

W;»f
diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche A ver-

standen werden, welche auf ¢ die Werthe f besitzt, auf dem
tibrigen Theile von ¢ aber Null ist. Ausserdem mag

W2'' kurzweg durch W7,

und W' kurzweg durch WS

angedeutet werden. — Solches festgesetzt, konnen die allge-
meinen Eigenschaften der kanonischen Functionen (Seite 293),
unter Hinzunahme des neuerdings erhaltenen Satzes (Seite 301),

*) Es diirften diese Namen parabatisch und katabatisch einiger-
massen passend erscheinen, wenn man die betrachtete Fliche % als
ein Festland, und ¢ als das Ufer eines von diesem Festlande um-
schlossenen Meeres I sich vorstellt.
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in folgender Weise zusammengestellt und vervollstindigt

“werden.

Erste Eigenschaft.
Die Function W'/ ist durch Angabe der f fiir simmi-
liche Puncte a eindeutig bestimmt,
Zweite Eigenschaft.
Bezeichnet C eine Constante, so ist W2 © allenthalben = C.
So 2. B. ist [vgl. (3.)] WS allenthalben = 1. -
Dritte Eigenschaft.

Sind die auf ¢ vorgeschriebenen f nicht diberall constant,
so gilt fir jeden innerhalb A gelegenen Punct a die Formel:
Minf < W/ < Maxf,
die Zeichen genommen in Sensu rigoroso*). Hieraus folgt
z. B. W'/ > 0, falls die f positiv und nicht simmtlich
Null sind; und ferner: W, < 0, falls die f negativ und

nicht simmtlich Null sind.
Lésst man den Punct ¢ irgend einem Puncte s der Curve
6 sich unendlich ndhern, so erbilt man, falls s ein Stetigkests-
punct von f ist:
W2/ ={f, [vgl. etwa (21.) Seite 289],
und, falls s ein Differenzpunct von f ist:

Wil = f‘%f'f [vgl. (80.) und (82.) Seite 301].

fin + ¢

Beachtet man, dass e ‘nothwendig zwischen £, und £,
liegt, so folgt aus (8.), (9.) sofort, dass sammtliche Grenz-
werthe WZ;”/ der Relation unterworfen sind:

Minf < W/ < Max f;
welche mit (7.) zusammengefasst die Formel ergiebt;

. Wy
Minf < { W < Max f.
Die den vorgeschriebenen f ehtsprechende kanonische Potential-

*) In Betreff der Bezeichuungen a, s, %, @, §, ¢ soll festgehalten
werden an unseren friiheren Determinationen (Seite 31).

.
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function der Fliche N besitzt also die Eigenschaft, dass ihre

simmtlichen Werthe und Grenzwerthe zwischen Min f und
Max f liegen.
Vierte Eigenschaft.
Bezeichnet C eine beliebige Constante, so ist:
Wa cf ___ de /
und denkt man sich ausser den f noch zrgend welche*) anderen
Werthe ¢ auf 6 vorgeschrieben, so ist:

W:'f—{— W:.""= Wf’“’"’.

Denkt man sich die Curve ¢ in zwei Theile ¢° und ¢” zer-

legt, und die diesen Theilen entsprechenden Werthe von £, @

respective mit 1, @' und f”, @ bezeichnet, so wird man die

Formel (13.) auch so schreiben konnen:

Wg" f und ¢”, f" + W:" @ und ", " __ Wa‘"', S+9 und g, f'to"

Diese Formel aber nimmt, falls die f/” und ¢ Null sind, mit
Riicksicht auf die in (2.) festgesetzte Bezelchnungswelse fol-
gende Gestalt an:

W W = WS e e,
Hieraus folgt z. B., falls_die f/* und ¢” simmtlich Eins sind:
W:" 1 + W:", 1 —_ 'W:, 1
d. i mach 3) ) S0
: W+ W =We=1;
denn W hat [vgl. (6.)] stets den Werth Eins.

Finfte Eigenschaft.

Ist W, eine kanonische Potentialfunction des Gebietes %,
so gilt Gleiches von W, mit Bezug auf jeden Theil von U,
gleichviel ob der Rand dieses Theiles vollstindig innerhald N
liegt, oder vielleicht theilweise mit dem vom W zusammenyillt.

Die kanonischen Functionen der Fliche 3. — In Be-
treff dieser mogen analoge Symbole adoptirt werden; so dass
simmtliche Formeln und Sitze von (1.) bis (18.) von Neuem
wiederholt werden kdnnen, nur iiberall ¥, ¢ statt %, a gesetat.

.*) Stillschweigend setzen wir allerdings bei den @, wie bei den f,
stets voraus, dass sie auf ¢ keine anderen Unstetigkeiten haben, als
solche, die in einzelnen Differenzpuncten bestehen.

Neumann, Potentiual. 20
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~§ 10..
Ueber Entwicklungen nach kanonischen Functionen.

Ein Satz iiber die kanonischen Functionen des Ge-
bietes A. — Es sei ¢ eine beliebig gegebene geschlossene
Curve, durch welche die unendliche Ebene in zwei Theile
A, J zerfillt, es seien ferner auf ¢ irgend welche Werthe f
vorgeschneben, die daselbst, abgesehen von einzelnen Differenz-
puncten, tiberall stetig sind, und es werde die diesen f ent-
sprechende kanonische Potentialfunction der Fliche %A ge-

. sucht. — Man nehme an, diese Aufgabe wire approximativ

gelost durch die Summe:

Wm — 1) 4+ w® . ... 4 w(ﬂ);
denn einerseits seien w®, w®, . ... 4 w® kanonische Po-
tentialfunctionen der Fliche A resp. mit den Grenzwerthen
fo, f@ ...f® 5o dass also [vgl. die vierte Eigenschaft]
W ebenfalls eine kanonische Potentialfunction von 9 ist,
mit den Grenzwerthen:

F® = f0 4 fo). + fm s
und andrerseits sei erwiesen, dass die Differenz
F® — f fir die Gesammtheit der Puncte s

durch Vergrosserung von » unter jeden beliebigen Kleinheits-

grad hinabgedriickt werden kénne. — Ferner mag angenommen

werden, dass die Anzahl der Differenzpuncte fiir simmtliche
f(l), f(2), f(3), « .. .in inf.

eine endliche ist. Diese Puncte, welche alsdann zugleich

auch die Differenzpuncte von F® sind, mdgen mit g be-

nannt sein ¥).

Definirt man nun W.oder W) durch die unendliche
Rethe ‘
W =wW) 4 w® 4 ....in inf,
und lisst sich zeigen, dass die Differenz

W® — W fir die Gesammtheit der Puncte @

+) Allerdings knnen von den lefereuzpuucten der fO, F@ ...
einige sich gegenselhg zerstéren, so dass F™ nicht mehr n.ll' Jjene
Puncte, sondern nur einen Theil derselben zu Differenzpuncten hat.
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durch Vergrisserung von n unter jeden belicbigen Kleinheits-
grad hinabgedriickt werden kimne, so wird dieses W die strenge
Losung der gestellten Aufgabe scin*). — Was den

Beweis dieses Satzes betrifft, so wird vor Allem dabei
festzuhalten sein, dass w®), w®, ... w® W resp. fir die £,
f®,...fm, Fm den Bedingungen I., 11., 111. [das soll heissen
den Bedingungen (35. I., I1., 111.) Seite 291] entsprechen, und
von dieser Basis aus zu zeigen sein, dass die Function W die-
selben drei Bedingungen erfiillt mit Riicksicht auf die vorge-
schriebenen f.

Die Functionen w®, w®, . . w®, W geniigen -der
Bedingung I, und sind daher stetig fir alle a. Gleiches gilt
somit, weil [nach (25.)]

Wm — W fir die Gesammtheit der a

beliebig klein gemacht werden kann, auch**) von W. Sol-
ches constatirt, ergiebt sich aber aus (24.) sofort, dass W,
ebenso wie w®, w@®, ..., das um eine additive Constante
vermehrte Potential irgend welcher theils ausserhalb 9, theils
auf der Grenze von 9 ausgebreiteter Massen von der Summe
Null ist. — — Es entspricht also W der Bedingung I.

Man wihle nun einen heliebigen Kleinheitsgrad &, und
mache die Zahl n so gross, dass

W@® — W fir die Gesammtheit der a
und F® — f fiir die Gesammtheit der s

kleiner als ¢ wird [was nach dei Voraussetzungen (22.), (25.)
stets moglich ist]. Sodann markire map auf ¢ irgend einen
von den g verschiedenen Punct s, und presse den Werth
W darch Anniéherung des Punctes ¢ an s in das Intervall
hinein ‘ :

FP—e < WP < FP e,
[was stets moglich, weil W® der Bedingung II. entspricht].

*) Es ist festzuhalten, dass wir hier alle Buchstaben 6,8, %, a, g, ¢
in Yem friiher (Seite 31) festgesetzten Sinne brauchen.

**) Diese Behauptung beruht auf einer bekannten Schluss{olgerung,
von welcher im vorliegenden Werke bereits einmal Gebrauch gemacht
ist, niimlich in der Note auf Seite 201.
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In dieser Formel kann man, nach (27.), W® durch W und
F@® durch f ersetzen, ohne dabei einen Fehler von mehr als
2¢& zu begehen. Somit folgt: .
f.—38e < Wa < f+3e.
Diese Formel, in welcher 3¢ einen beliebig gegebenen Klein-
heitsgrad vorstellt, zeigt, dass W, durch Apndherung von
a an s beliebig nahe an f, herangedriickt werden kann, oder
(kiirzer ausgedriickt), dass W im Puncte s den Werth f,
besitzt. In solcher Weise kann man darthun, dass W auf
der Curve ¢ in allen Puncten, die von den g verschieden
sind, mit den vorgeschriebenen f identisch ist. — — Es ent-
spricht also W der Bedingung II. ’
Man verfahre jetzt ebenso wie in (27.), wihle némlich
wiederum einen beliebigen Kleinheitsgrad &, und mache n so
gross, dass -
W® — W fir die Gesammtheit der @
und F® — f  fiir die Gesammtheit der s

kleiner als & wird. Sodann beschreibe man um einen der
Puncte g eine kleine Kreislinie % 4 4, von welcher x in %,
und 4 in § liegt, und presse die Gesammtheit der auf x»
vorhandenen Werthe W® durch Verkleinerung des Radius
jener Kreislinie in das Intervall hinein:

FP —e < WP LS FP 4 ¢,

wo F{”, F{" die in g zusammenstossenden Werthe von F™
bezeichnen; [solches ist stets ausfithrbar, weil W® der Be-
dingung IIL entspricht]. In (31.) kann man, zufolge (30.),
W® durch W und F@® durch f ersetzen, ohne ddbej einen
Fehler von mehr als 2& zu begehen. Somit folgt: | .
fi—3e < Wa < f,+ 3¢

hiermit aber ist erwiesen, dass W der Bedingung III. eben-
falls Gentige leistet. -— W. z. z. w.

Bemerkung. — Wir sind frither bei Behandlung des so-
genannten dussern Problems (Seite 205) vermittelst der Methode
des arithmetischen Mittels zu einer gewissen nach kanoniscljen
Potentialfunctionen der Fliche % fortschreitenden Reihe ge-
langt. Dass diese Reihe wirklich die Losung des Problems
repriisentirt, haben wir damals (§ 12, Seite 199) durch sorg-
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faltige Betrachtungen verificirt. Sehr viel einfacher und
leichter wiirden wir gegenwirtig eine solche Verification aus-
zufithren im Stande sein, durch Anwendung des eben be-
wiesenen allgemeinen Satzes. — Dass iibrigens

Ein analoger S8atz fiir die kanonischen Potential-
functionen des Gebietes J existirt, bedarf kaum noch der
Erwihnung. Es wiirden, wenn man ihn aussprechen und
beweisen wollte, genau dieselben Worte zu wiederholen sein,
nur 3, ¢, 4 statt A, a, » gesetzt.

NB. — Im folgenden Capitel wird von den allgemeinen Eigen-
schaften der kanonischen Potentialfunctionen fortwihrend Gebrauch
gemacht werden. Dabei wird der Leser gut thun, namentlich auf die
Seiten 2938, 294 zuriickzublicken, wo diese Eigenschaften in einfachster
Weise angegeben sind, sodann aber auch auf die Seiten 304, 305, wo
diese Eigenschaften von Neuem besprochen sind, unter Hinzufiigung
der betreffenden Formeln.



‘Neuntes Capitel.

Ueber gewisse auf der Theorie der kanonischen Potential-
functionen .beruhende combinatorische Methoden.

Murphy*) hat bekanntlich eine combinatorische Methode
angegeben, durch welche die elektrostatischen Probleme fiir
ein System von beliebig vielen Conductoren auf diejenigen
Probleme reducirt werden, welche den einzelnen Conductoren
entsprechen. Diese Methode beruht im Wesentlichen auf
zwei Sitzen, von denen der eine darin besteht, dass die auf
cinem zur Erde abgeleiteten Conductor durch einen elekirischen
Massenpunct (— 1) inducirte Vertheilung stets monogen, und
swar positiv ist; wihrend der andere dahin lautet, dass die
eben genannte Belegung ihrer Gesammimasse nach stets kleiner
als 1 ist**). Um an diese Murphy'sche Methode kurz zu er-
iunern, wollen wir folgende Aufgabe in Betracht ziehen.

Zwei resp. von den Flichen o und B begrenzte Con-
ductoren sind in solcher Weise mit Elektricitdt geladen, dass

. das elektrische Gesammtpotential ¥ auf « den . constanten
Werth A, andrerseits auf f den Werth Nuil hat. Es sollen
fiir diesen Fall die elektrischen Belegungen der beiden Con-
ductoren, sowie auch diejenigen Werthe ermittelt werden,
welche das Potential ¥ in beliebigen Puncten des Raumes
besitzt.

Um diese Aufgabe nach der Murphy’'schen Methode zu
behandeln, betrachte man zunichst den Conductor « fiir sich

*) Murphy: Elementary principles of the theories of electricity, heat
and molecular actions. Part I, Chapter V, pag. 93.

**) Von diesen beiden Siitzen haben wir den ersten bereits be-
wiesen [in (85.) Seite 94). Wir werden spiter auch den zweiten zu
constatiren Gelegenheit haben (vgl. Satz I in der Note auf Seite 348),
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allein, und bestimme diejenige Belegung A, dieses Conductors,
deren Potential U auf @ den vorgeschriebenen constanten Werth
A hat, was angedeutet sein mag durch die Formel:
U.= 4.

Sodann bestimme man diejenige Belegung Ag, welche die
Belegung A, auf den Conductor # induciren wiirde, falls der-
selbe zur Erde abgeleitet wire. Das Potential U’ dieser Be-
legung Az wird alsdann auf g, abgeseh\en vom Vorzeichen,
identisch sein mit U, was angedeutet werden mag durch:

Ug=—U;.
Hierauf bestimme man diejenige Belegung Ay, welche durch
die Belegung Ay auf dem Conductor & hervorgerufen werden
wiirde, falls derselbe zur Erde abgeleitet wire. Das Potential
U"” dieser Belegung A; wird alsdann auf «, abgesehen vom
Vorzeichen, identisch mit U’ sein, also der Formel ent-
sprechen: -

Ud=—Us. ,
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergiebt sich folgendes
System von Formeln:

U, =4, Ui =— U,
Uy =— U, Uy =—Uy,
Uy = — U, Uy =— Uf,

Und mit Hiilfe dieser Formeln erkennt man leicht, dass das
eigentlich gesuchte Potential V den Werth hat:

V=U+U 40U + U+ ininf;
denn aus jenen Formeln (4.) folgt sofort, dass V¥ auf « den
Werth 4, andrerseits auf § den Werth Null hat. Zugleich

erkennt man, dass die gesuchten Belegungen E, und Eg der
beiden Conductoren die Werthe haben*):

Ea=A0s+ A7 + A7 + - - - - ininf.,
Er=083+ A + A + - - - -ininf.
Schliesslich erkennt man mit Hiilfe der beiden Sitze (1.), (2.),

*) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass die Grossen A, E
die Dichtigkesten der in Rede stehenden Belegungen sein sollen.
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dass die Reihen (6.) unter allen Umstédnden comvergent sind*),
und dass mithin Gleiches auch gilt von der Reihe (5.).
Diese Murphy’sche Methode ist auf die analogen Probleme
der Ebene nicht mehr anwendbar, weil daselbst die Sitze
(1.), (2.) unrichtig werden. Aus diesem Grunde werde ich

*) Ohne auf die weitere Ausfiihrung der hier erforderlichen Argu-
mentationen mich néher einzulassen, will ich nur zur Erleichterung
derselben bemerken, dass die Belegungen A, A', A", A”, . . . simmt-
lich monogen sind. Ist z. B, die gegebene Constante A positiv, so
wird auch A, auf der gegebenen Oberfliche « allenthalben positiv
sein [vgl. den Satz (18.) Seite 86]. Hieraus folgt weiter durch An-
wendung des Sa.tzes (1.), dass A, auf der Fliche g allenthalben negativ,
sodann dass A auf a« iberall positiv ist; u. s. w. Diese Bemerkung
kann dazu dlenen um die in Betreff der Murphy'schen Methode von
Lipschitz angestellten Betrachtungen (Crelle’s Journal, Bd. 61, Sgite 12)
ein wenig zu vereinfachen.

In analoger Weise, wie die Aufgabe (3.), kann man iibrigens auch
die allgemeinere Aufgabe behandeln, dass das Potential V' auf o be-
liebig vorgeschriebene Werthe f besitzen, auf g aber wiederum Null sein
soll. In diesem Fall sind offenbar die Belegungen A, A/, A7, ..
nicht mehr monogen. Doch kann man

A=H+9, A'=H 40, A"=H"4 0", etc. ete.

setzen, indem man die Zerlegung A = H -4 O in solcher Weise aus-
fiihrt, dass H allenthalben positiv, und O allenthalben negativ ist, sodann
aber unter H' die durch H, unter H” die durch H’ inducirte Belegung
versteht, u. s. w., wihrend andrerseits 0’ die durch ©, ©” die durch
o’ mducn’te Belegung vorstellen soll, u. s. w. Alsdann sind diese
Partialbelegungen H, H’, H” . .. und O, ©’, ", . . . [zufolge des
Satzes (1.)] durchweg monogen ; und zwar:

H pos., H neg., H” pos., H"” neg., etc. etc.

© neg., O pos., ©” neg., ©" pos., etec, ete.
Mit Riicksicht auf diese Bemerkung [und mit Hiilfe des Satzes (1.)]
ergiebt sich alsdann der Convergenzbeweis in #hnlicher Weise, wie
bei der vorhin behandelten einfachern Aufgabe. — Wirft man also
einen Blick in den schon citirten Aufsatz (Crelle’s Journal, Bd. 61,
Seite 12), so findet man, dass die dortigen Betrachtungen von Lipschiiz,
welche bei der vorhergehenden Aufgabe durch einfachere ersetzt
werden konnten, im gegenwiirtigen Fall wirklich zur Anwendung
kommen,

Dass endlich die eben behandelte Aufgabe den Weg bahnt zur
Losung der moch allgemeinern Aufgabe, wo das Potential V' sowohl
auf « wie auf P beliebig vorgeschricbene Werthe besitzem soll, bedarf
keiner nidhern Darlegung.
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im gegenwirtigen Capitel eine etwas andere Methode ent-
wickeln, welche von diesem Uebelstande frei ist, ndmlich in
ganz conformer Weise Anwendung findet auf die Probleme
des Raumes wie auf die der Ebene. Und zwar werde ich,
in Anbetracht dieser Conformitit, bei meinen Expositionen
auf die Probleme der Ebene mich beschrinken konnen.

Sodann werde ich eine im Ganzen &hnliche Methode
" (oder vielmehr swei solche Methoden) fiir den Fall angeben,
dass die beiden Flichen o« und B emander schneiden. Es
handelt sich alsdann, falls z. B. « und 8 Kugelflichen sind,
um die Losung der elektrostatischen Probleme fiir den von
diesen beiden Kugelflichen begrenzten linsenformigen Con-
ductor. Aber auch hier mag es mir, der Einfachheit willen,
gestattet sein, mich auf die analogen Probleme der Ebene
zu beschréinken.

§ 1.
Erste Methode.

Es seien « und B zwei geschlossene Curven, die eine
ausserhalb der andern; und zwar zerfalle die ganze unendliche
Ebene & durch « in einen innern Theil &, und einen dussern
Theil ¥,, ebenso durch  in die beiden Theile Sz und Ip;
was augedeutet sein mag durch die Formeln:

@=6a+za,

C =85+ ¥;
ferner sei: / « - I3
€ = Ca + & + Tap™); -

so dass also Taps denjenigen Theil der Ebene bezeichuet, wel-
cher ausserhalb der beiden Curven liegt.  In Folge dieser
Festsetzungen ist offenbar T,4 ein Theil von T, und ebenso
auch ein Theil von ;.

Wir denken uns auf « und f irgend welche Werthe
vorgeschrieben, und stellen uns die Aufgabe, digjenige kano-
nische Potentialfunction der Fliche Tag 2u finden, welche am
Rande der Fliche, d. i. auf o und f jene vorgeschriebenen

*) Man bemerkt, dass die Indices die Randcurven andeuten. Denn
Tap ist begrenzt von « und @, hingegen ¥, nur von «, ebenso &,
nur von a; u. 8, W.
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Werthe besitzt. Bei Behandlung dieser Aufgabe setzen wir
voraus, dass irgend welche Methode bekannt sei zur Bildung
der kanonischen Potentialfunctionen der einfachern Fliche T,
fiir beliebig vorgeschriebene Grenzwerthe*), ferner, dass eine
zweite Methode bekannt sei, um Analoges zu leisten fiir die
Flache Tz. Diese zu unserer Disposition stehenden Methoden
bezeichnen wir mit 9, und Mg, und die vermittelst der-
selben construirbaren kanonischen Functionen der Flichen ¥,
und Ig respective mit U und V. — Ausserdem setzen wir
voraus, dass die Curve « wirklich ausserhalb f liege, dass
also die beiden Curven keinen Punct gemein haben. '

Disposition. — Wir werden zuniichst gewisse den Curven
e, B eigenthiimliche Constauten %, ., sowie auch die Be-
schaffenheit der Functionen U, V (2.) zu besprechen haben.
Sodann erst konnen wir iibergehen zur Behandlung der ge-
stellten Aufgabe (1.), oder vielmebr zur Behandlung einer
Reihe aufeinanderfolgender Aufgaben, von denen jene das
letzte Glied ist.

Die Situationsconstanten %, A. — Man zerlege die
Curve « in zwei Theile ¢’ und «”, von denen jeder aus be-
liebig vielen einzelnen Stiicken bestehen kann, und bilde so-
dann vermittelst der bekannten Methode M, (2.) die Function
U=, d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche
T, welche auf o’ Fins, auf «” Null ist. Desgleichen bilde
man vermittelst jener Methode die Function U%", welche um-
gekehrt auf «” Eins, auf o’ Null ist; und setze endlich:

=+ (U + U5,
{=1—n,
wo b, B zwei beliebige Puncte der Curve # vorstellen sollen **),

*) Eine solche Methode wiirde z. B, die Methode des arithmetischen
Mittels sein, falls die Randcurve o der Fliche ¥, zweiten Ranges und
keine zweisternige ist; vgl. (77.) Seite 3801, — Uebrigens werden wir
auch in diesem Capitel, ebenso wie friiher, stels voraussetzen, dass die
vorgeschriebenen Grenzwerthe keine anderen Unstetigheiten haben als -
solche, die in einzelnert Differenzpuncten bestehen.

**) Unter U und UZ" sind die Werthe der Functionen U® und
U% in b und B, d. i. in zwei beliebigen Puncten der Curve § zu ver-
stehen. Dass hierbei der Buchstabe § in zwei verschiedenen Bedeu-
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Alsdann ist nach der dritten Eigenschaft der kanonischen
Functionen (vgl. Seite 293 und 304):

0< UF
0< U
091,

1>¢>0.

Von besonderer Wichtigkeit fiir unsere Zwecke ist die Frage,
ob % seine untere Grenze, die 0, wirklich erreichen kann.

Nach (4.), (5.) ist  eine Summe von zwei positiven
Gliedern, zum Nullwerden von % also erforderlich, dass diese
Glieder einzeln verschwinden. Nun ist aber zum Verschwinden
des Gliedes Uy erforderlich, dass @’ = 0 sei**), ebenso zum
Verschwinden des Gliedes Ug " erforderlich, dass &” =0 sei;
also zum Verschwinden von 7 erforderlich, dass gleichzeitig
a’=0 und «” =0 sei, was offenbar unmdglich. Folglich
kann 7 seine untere Grenze, die O, niemals erreichen, so dass
also den Formeln (6.) die strengere Gestalt zukommt:

0<n <,
(sie) 1> § > 0.
Um die Hauptsache zusammenzufassen: Zerlegt man die

IA 1
IAIA

und folglich:

tungen figurirt, kann kein Missverstindniss bewirken. In #hnlicher
Weise ist ja friiher auch z. B, der Buchstabe ¢ in verschiedenen Be-
deutungen gebraucht, indem ein variabler Punct der Curve o bald mit
8, bald mit ¢ selber bezeichnet wurde,

*) Das strengere Zeichen <C ist in den Formeln (5.) unstatthaft.
Denn die Theile «’, «” sind ganz beliebig, so dass also z. B, &’ =0
_ sein kann; alsdann aber wiirde U® ebenfalls = 0 sein.

*#) Die beiden Curven « und p sollen [nach (3 )] keinen Punct ge-
mein haben. Folglich wird z. B. der auf g gelegene Punct b von allen
Puncten der Curve a durch irgend welche (wenn anch noch so kleine)
Zwischenriume getrennt sein. Zufolge der dritten Eigenschaft der
kanonischen Functionen findet daher, wenn o’ von Null verschieden ist,
stets die Formel statt: )

0Ly <y,
die Zeichen genommen in sensu rigoroso, So lange also «” von Null

verschieden ist, kann U:' piemals verschwinden. Mit anderen Worten:
Ein solches Verschwinden wird #%r dann mdglich sein, wenn o’ =
ist. W.z z w,
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Curve o in zwei Theile o’ und «” (von denen jeder aus be-
liebig vielen einzelnen Stiicken bestehen kann), und wver-
steht man unter b, B swei auf der Curve B frei bewegliche
Puncte, so wird die Grisse
—1— (U + U5
variiren mit der Art und Weise jener Zerlegung, sowie auch
mit der Lage der Puncte b, B, dabei aber stets der Formel
unterworfen bleiben:
0 é t < 1. (sic!)

Was von der Variablen ¢ gilt, gilt nothwendig auch von jedem
Specialwerth derselben.  Bezeichnet man also den Maximal-
werth derselben mit =, so ergiebt sich:

0<¢gE< <1, (sic!)
Dieses x ist eine den beiden Curven a, f eigenthiimliche Con-
stante, und mag etwa die Situationsconstante von ﬂ in
Bezug auf « heissen.

In analoger Weise wird umgekehrt die Situationscon-
stante von « in Besug auf B definirt werden; sic mag 4
heissen.

Ueber die Functionen U, ¥V (2.). — Man denke sich
auf der Curve & irgend welche Werthe f vorgeschrieben, und
vermittelst der bekaunten Methode I, (2.) diejenige kano-
nische Potentialfunction der Fliche T, gebildet, welche am
Rande der Fliche, d. i. auf & jene vorgeschriebenen Werthe
f besitzt. Um diese Function

U=U*

naher zu untersuchen, zerlege man die Curve o in zwei
Theile «’ und ¢”, und zwar in solcher Art, dass die zuge-
horigen f, nimlich f* und f” den Relationen entsprechen:

K<Lf <M,

ML<rr<a,
wo Df G — K die Schwankung von f, und M =14 (G+ K)
sein soll. Alsdann ist*) nach der vierten Eigenschaft der kano-
nischen Functionen: U= U%./ 4 Ue" /", also z. B. auch:

—_— U;,yf,_l_ U;"rf" ,

wo f ein beliebiger Punct der Curve # sein soll. Was die

. %) Man beachte in diesem Capitel stets die Note Seite 309.
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beiden Glieder rechts betrifft, so ist nach der dritten Eigen-
schaft der kanonischen Functionen:

U;'J'—-K Z 0,> *)
oder mit Riicksicht auf die vierte Eigenschaft:

Ui — KUy >0,
oder, was dasselbe:

Uil > KUy .

Dieser Formel, welche die f und ibr Minimum K betrifft,
wird, wie lelcht zu iibersehen, eine andere zur Seite stehen,

welche die f* und ihr Mazximum M (13.) betrifft, und so
lautet: .

U < MU; .
Durch Zusammenfassunig beider Formeln erhélt man:
KU; < U7 < MUy
und in #hnlicher Weise wird man [mit Hinblick auf (13.)]
folgende Formel fiir die f” erhalten:

MU < U < QU .
Durch Addition von (15.), (16) folgt mit Riicksicht auf (14.):
Us < MU + @ U,, :
U’Ij 2 K Uﬂ + M ‘g )
oder, was dasselbe:
Us < G5 + UF)— (@ — M) Tf,
Uy > KU + U+ — K) U,
oder, weil (G — M) = (M — K) = 4 (G — K) ist, und mit
Riicksicht auf bekannte Eigenschaften der kanonischen Fune-
tionen **):
U < G—4(6—EK)UF,
Us > K+ 4(G—EK)U,
*) Die Anwendung des rigorosen Zeichens >> ist hier unstatthaft,
so lange iliber die f keine speciellere Voraussetzung vorliegt. Denn
sind z. B. diese f constant, etwa = C, so wird f — K=0, so dass

- also in diesem Fall die Function U/ — —x allenthalben Null sein wiirde,
*%) Es ist ndmlich nach der dritten Eigenschaft:

U;;' + U;;" = Ug =1, vgl. (17.) Seite 305.
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also a fortiori:

U(I g G ’

U, > K. :
In all’ diesen Formeln bezeichnet 8 einen beliebigen Punct
der Curve . Befindet sich nun der kleinste der Werthe
Uz in By, und der grosste derselben in f,, so ist die soge-
nannte Schwankung D Uz = Us,— Up,; und hieraus folgt,
wenn man U, durch die erste, andrerseits Ug, durch die
zweite der Formeln (19.) ausdriickt

DUs < (G — K)[1— 4(T + T3],
also mxt Rﬁcksmht auf (8.), (9.), (10.):
DU, £ (G— K)x.

Setzen wir schliesslich Df oder (was dasselbe) Df, statt
G — K, so gelangen wir durch (20.), (23.) zu dem Satz,
dass die von uns betrachicte der Fliche ¥, entsprechende kano-
nische Function

U= U’
auf der Curve B den Formeln entsprichi:
D Uy in Erstreckung von Df,,
DU; < (Dfa) =,
wo x einen dchtem Bruch, namlich die Situationsconstante
von B in Bezug auf o vorstellt [vgl. (10.)].

Und denken wir uns andrerseits auf g (statt auf o) irgend
welche Werthe f vorgeschrieben, so wird sich offenbar fiir
die der Fliche Tz entsprechende kamomische Function

V=V&rs
der anmaloge Satz ergeben:
' DYV, in Erstreckung von Dfp,
DV. < (Dfyg)d,

wo A die Situationsconstante von o in Bezug auf B ist [vgl.(11.)].
'~ Erste Aufgabe. — FEssoll eine kanonische Potentialfunction
der Fliche Tay ermittelt werden, welche eimerseits auf e von
den daselbst vorgeschricbenen Werthen [ nur durch eine unbe-
stimmte additive Constante sich wunterscheidet, und- welche
andrerseits auf B verschwindet.

Wir bhaben die kanonischen Potentialfunctionen der
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Fliche ¥, mit U bezeichnet (2.). Hieraus folgt, nach der
fiinften Eigenschaft, dass diese U zugleich auch kanonische
Potentialfunctionen fiir jeden Theil von ¥, also z. B. fiir
Lap sind. Analoges gilt von den V. — Bildet man also
vermittelst der bekannten Methoden M, und W (2.) die
aufeinander folgenden Functionen:

Vi,

Q = Ua'f’ ! ¢’ ==
wl' = U“v ‘I" » ¢”' = Vlev ‘I’" y
¢"= Ue ‘I’m, ¢v = V#, ¢ »

und setzt man:
W=(—9)+ (9" — 9") -+ (9" — gtrtD),

so sind all’ diese Functionen ¢, @', @”, - - - ™ kanonische
Potentialfunctionen der Fliche T.z. Was die Werthe dieser
Functionen auf der Grenze der Fliche, d. i. auf den Curven
o und B betrifft, so folgt zunichst aus (27.):

Pa =fu, 9 =@z,
P’ = Qo " = g,
v " v v
P = P, Ps =@p,

und mit Riicksicht hierauf aus (28.):

=l g, =0,

Fiir ein .sehr grosses % wird daher 3™ die approximative Li-
sung der gestellten Aufgabe sein, falls sich nur nachweisen
lisst, dass @{**+) mit wachsendem % gegen eine Constante
convergirt.

Bringt man die Sitze (24.a, b) und (25.a, b) auf die
Functionen (27.), und zwar zunidchst auf die Functionen
erster Zeile in Anwendung, so folgt:

Do in Erstr. von Df,, Deg, in Erstr. von Dg,,
D‘Pﬁ < (Dfa)=, Do, < (Dq)p)l,
und hieraus durch Elimination von Dg;:
' D, in Erstr. von Df,,
Do. < (Dfayxi.

27,

28,
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Analoge Resultate ergeben sich fiir die Functionen (27.) zweiter

Zeile, u. 8, w.; und man gelangt daher zu der Tabelle:
Do, in Erstr. von Df,, Do, < (Dfe)xi,
De,” in Erstr. von Do), Do,” < (Dos)xi,

D‘P: in Erstr. von Dg,”, Dg. < (D Q)4

hieraus folgt sofort: Do@r+v < (Df)(xd)y+.
Auch ist nach (29.): PEr+D — pln+9)

Aus den Formeln (31.), (32.) erkennt man, dass die Schwan-
kungen Df,, Do., Do,”, DgY, . ... simmtlich in einander
geschachtelt sind, ferner, dass die Schwankung Dg@»+1 mit
wachsendem % zu Null convergirt, also schliesslich, dass die
Function (33.) mit wachsendem n gegen eine bestimmte, in
Erstreckung des Intervalls Df. gelegene Constante ¢ con-
vergirt¥): 2
o) =c.
Hiermit ist dargethan, dass die Function y» (28.), (30.) in
der That eine approximative Losung unserer Aufgabe sein
wird, falls man nur » sehr gross macht. Zugleich entsteht
die Vermuthung, dass
Die strenge Ldsung der Aufgabe durch y = x(‘”) nim-
lich durch die Reihe -
1=@—9)+ (9" —9")+ - ininf.
dargestellt sein werde. Und diese Vermuthung wird, zufolge
eines gewissen allgemeinen Satzes (Seite 306), in Gewissheit
verwandelt werden, sobald es uns gelingt nachzuweisen, dass
die Differenz
2™ — g fir die Gesammtheit der Puncte ¢
durch Vergrosserung von n unter jeden beliebigen Klein-
heitsgrad hinabgedriickt werden kann, dass ferner Gleiches
gilt von der Differenz:
1™ — (f, — c) fiir die Gesammtheit der Puncte e,
und Gleiches auch von der Differenz ,
Z;;") — O fiir die Gesammtheit der Puncte 8.

*) Vgl. die analogen Betrachtangen Seite 186, 187.
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Dabei sind unter den ¢ alle inneren Puncte der Fliche T T
ebenso unter den « und B alle. Randpuncte derselbén zu
verstghen. i
Um nun iiber diese Differenzen, welche offenbar auch so
darstellbar sind*):
Z(n)_.x=((p(2ﬂ+3)_ q)(2n+2)) + ((p(2n+5).__ (p(2’l+4))+. ... in inf,,

1 —(,—)=c—gnty,
lfg") —0=0 )

die gewiinschte Auskunft zu erhalten, kehren wir zuriick zu
den Formeln (31.), (32.), (33.). Aus diesen folgt sofort**):

abs (pf+22+D — @frtl) < (Dfe) (241,
wo p eine beliebige positive Zahl ist. Hieraus folgt weiter
fiir p = oo, mit Riicksicht auf (34.):
abs (¢ — @f»+1) < (Dfe) (x2)+,
und andrerseits fiir p = 1:
abs (p@+9 — gEn+h) < (Dfa)(xA) !,

oder mit Riicksicht auf (33.):
abs (pfnt9 — @fn+®) < (Dfe) (xA)+1.
Ausserdem ist, wie unmittelbar aus (29.) ersichtlich:
abs (cp};""'s) — (pg"‘l‘”) =0.

Aus diesen beiden Formeln (41.a, ) ergiebt sich aber nach
der dritten Eigenschaft der kanonischen Functionen:

abs (pr+3 — @@n+2) < (Df)(xAd)*+! fiir die Gesammtheit der £.

Ebenso wie diese Formel (42.) das erste Glied der unendlichen
Reihe (37.a) betrifft, ebenso gelten offenbar analoge Formeln
fir das zweite Glied, fiir das dritte, u.s. w. Und durch An-
wendung all’ dieser Formeln gelangt man hinsichtlich jener
Reihe oder (was dasselbe) hinsichtlich des Ausdrucks 3™ —x

zu folgendem Resultat:

. mayrt! . .
abs (%( ) Z) < ( Df.) ) fiir die Gesammtheit der ¢ .

*) Die Formel (37.a) folgt aus (28.) und (85.). Andrerseits ergeben
sich (87. b. c¢) direct aus (30.).

**¥) In der That ist die Schlussfolgerung, welche von den Formeln
(3t.), (82.) zur Formel (38.) hinleitet, eine #usserst einfache. Wir
haben dieselbe friiher (Seite 187) nither dargelegt.

Neumann, Potential. 21
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Ferner folgt aus (37. b, ¢) mit Riicksicht auf (39.):
abs (4 — (f,—¢)) < (Df,) (xA)*+! fiir die Gesammtheit der
abs (x}g”) — 0) =0 fir die Gesammtheit der §. 7

Somit erkennen wir, dass die in (37. a, b, ¢) genannten An-
forderungen wirklich erfiillt sind, und dass also in der That
2 die strenge Losung der Aufgabe ist.

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Bildet man, von
den wvorgeschriebenen f, aus, vermittelst der bekannten Me-
thoden Wa, Mz (2.) die aufeinander folgenden Functionen
® 9, 9" 9" . ... (21), so wird die aus diesen Functionen
susammengesetzte Reihe

r=(@—9)+ (@ —9")+ - ininf
eine kanonische Potentialfunction der Fliche T,p sein mit den
Grenzwerthen
%¢=fa_cy xﬁ=07

wo ¢ eine Constante ist. Der Werth dieser Constanten c
liegt in Erstreckung des Intervalls Df,, und ist also identisch
mit einem speciellen der Werthe fo. Auch reprisentirt
diese Constante zugleich diejenige Gremee, gegen welche die
Function o™ mit wachsendem n convergirt™).

Zweite Aufgabe. — Es soll diejenige kanonische Potential-
function der Fliche Tqp ermittelt werden, welche auf e FHins,
und auf B Null ist.

Es sei W das Potential zweier Massenpuncte m und m’,
von denen der erste innerhalb @, der zweite innerhalb f liegt;
ausserdem sei: -

= pos., m =—m.
Bildet man vermittelst_ der bekannten Methode My (2.) die
Function V4 W, d. i. diejenige kanonische Potentialfunction
der Fliche Ty, welche auf B gleichwerthig mit W ist, so
wird offenbar die Differenz

F=W-—-V&HW
im Puncte m und auf der Curve B die Werthe haben:
Fm = + oo, F@ =0 )

*) Diese Behauptungen hinsichtlich der Constanten ¢ ergeben sich
theils aus (34.), theils aus der kurz vor (34.) gemachten Bemerkung.



Combinatorische Methoden, 323

wo + oo ein positives Unendlich vorstellt, zufolge (48.). —
Auch bemerkt man, dass die drei Functionen W, V#: ¥ und
F nicht nur kanonische Potentialfunctionen der Fliche .4,
sondern ebenso auch kanonische Potentialfunctionen der-
jenigen neuen Fliche T,; sind, welche aus Lap entsteht,
sobald man die Curve « zu einer unendlich kleinen um m
beschriebenen Kreislinie # zusammenschrumpfen lisst. Nach
der dritten Eigenschaft der kanonischen Functionen findet
daher fiir jeden wnmerhaldl T.s gelegenen Punct, z. B. fiir
jeden Punct & die Formel statt:

G > F.> K,
die Zeichen genommen in sensu rigoroso, wo G- den grossten
der Werthe F,, Fg, nimlich den grossten der am Rande
der Fliche T,; gelegenen Werthe vorstellt, wihrend K den
kleinsten derselben bezeichnet. Ein Blick auf die Formeln
(50.) giebt uns eine deutliche Vorstellung iiber diese Werthe
F,, F;, und zeigt uns, dass G eine ungeheuer grosse positive
Zahl, und K gleich Null ist. Somit folgt aus (51.):
+oo>F,>0,
die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Schliesslich folgt,
um die Hauptsache herauszuheben, aus (50.) und (52.):
F.> 0, (sic!) F; =0.

Denken wir uns nun auf Grund der Randwerthe F, die
Functionen ¢, &', ", . . . . X gebildet, genau in derselben
Weise, wie vorhin [vgl. den Satz (44.), (45.)] auf Grund
der Randwerthe f, die Functionen ¢, ¢, ¢”, . .. g con-
struirt wurden, so wird: ' ‘

X=@—)4+ @ " —d")4..... in inf.,
und ferner:
Xe=F, — C, Xg =0,
wo die Constante C [nach (46.)] mit einem speciellen der
~ Werthe F, identisch, also [nach (53.)] der Bedingung
C>0 (ic!) -«
unterivorfen ist. — Bilden wir nun schliesslich die Differenz:
A=F—X,
. 21*

51,

52,

b7.
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so wird A, ebenso wie ¥, X, eine kanonische Potential-
function der Fliche T,z sein, und zugleich den aus (53.),
(65.) sich ergebenden Formeln:

A=C, As=0

entsprechen. Folglich reprisentirt % die Losung der gestellten
Aufgabe (41.).

Bemerkung. — Eingedenk der zweiten Eigenschaft der
kanonischen Functionen, erkennt man aus (58.), dass die
Function A auf der Fliche ¥,; allenthalben verschwinden
wiirde, falls zufilliger Weise C=0 sein sollte, und dass

alsdann die gefundene Losung % gleich % , mithin <lusorisch

sein wiirde. Doch kann ein solcher Zufall, wie durch (56.)
constatirt ist, niemals eintreten.

Dritte Aufgabe. — Es soll digjenige kanonische Potential-

.function der Fliche T.p ermittelt werden, welche auf o beliebig

vorgeschriebene Werthe f, besitzt, und auf B Null ist.
Die schon gebildeten kanonischen Potentialfunctionen g

und A ‘der Fliche ¥,z besitzen nach (45.) und (58.) die

Grenzwerthe : '

xa=fa_c7 xﬁ=0’
Aa= 0, Aﬂ = O .
Setzt man also:
Q=g+ % A,
8o wird Q ‘die Grenzwerthe haben:
Qa == fa I} Qﬂ =0 )

folglich die Lisung der gestellten Aufgabe (59.) sein.

Vierte Aufgabe. — Es soll diejenige kanonische Potential-
function der Fliche T,z ermittelt werden, welche auf o be-
liebig vorgeschricbene Werthe fo., und andrerseits auf B eben-
falls beliebig vorgeschriebene Werthe f5 besitet. ‘

Wir haben soeben diejenige kanonische Potentialfunction
Q (60.) der Fliche T,z gebildet, welche auf « die Werthe
fa hat, und auf B verschwindet, In analoger Weise kénnen
wir offenbar eine kanonische Potentialfunction Q’ der Fliche
Tup construiren, welche umgekehrt auf a verschwindet, hin-
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gegen auf f die daselbst vorgeschriebenen Werthe f; hat.
Solches ausgefiihrt gedacht, wird offenbar Q + Q" die Lo-
sung der gestellten Aufgabe sein.

Allgemeinere Aufgaben. — In gapz analoger Weise
kann eine von zwei Curven ¢ und B begrenzte ringformige
Fliche ¥,5 behandelt werden. In diesem Fall ist, wenn «
den ZHussern, f den innern Rand vorstellt, fiir T, diejenige
Fliche zu nehmen, in welche ¥,s durch ein allmihliches
Zusammenschrumpfen und schliessliches Verschwinden von f
iibergehen wiirde, andrerseits fiir T, diejenige, in welche
Lo durch fortgesetzte Erweiterung und schliessliches Un-
sichtbarwerden*) von « sich verwandeln wiirde.

Ganz analoge Betrachtungen sind aber auch auf solche
Flichen-anwendbar, die von drei, vier, beliebig vielen Curven
begrenzt werden. Um den allgemeinsten Fall zur Sprache
zu bringen, denke man sich eine von # Curven begrenzte
Fliche gegeben, und bezeichne irgend eine Anzahl dieser
Curven mit «,.die noch iibrig bleibende Anzahl mit 8, und
die Fliche selber mit ¥,5. Lisst man diese Fliche s iiber
die Curven f hinaus mehr und mehr anwachsen, so entsteht
schliesslich eine Fliche ., welche nur noch von den « be-
grenzt ist. Und lésst man andrerseits T,; iiber die & hinaus
mehr und mehr anwachsen, so wird schliesslich. eine gewisse
Fliche ¥ entstehen, die nur noch von den 8 begrenzt ist.
Von diesen Flichen .5, To, Ty gilt alsdann Analoges wie
frither. In der That erkennt man leicht, dass man die kano-
nischen Potentialfunctionen der Fliche Tay fiir vorgeschrichene
Grenswerthe aufzustellen vermag, sobald man nur im Besitz
irgend welcher Mecthoden ist sur Losung “der entsprechenden
Aufgaben fiir jede der beiden Flichen T, und Ty. Aller-
dings ist dabei, #hnlich wie frither, die Voraussetzung er-
forderlich, dass die Curven « von den Curven f vollstindig
getrennt seien, dass also simmtliche Puncte des Curven-
complexes @ von denen des Curvencomplexes 8 durch n'gend .
welche Zwischenriume geschieden sind.

*) Ich verstehe hier unter dem Unsichtbarwerden der Curve e ihr
Verschwinden in unendlicher Ferne.



326 Neuntes Capitel.

§ 2.
Zweite Methode.

Es seien «, f8, y, 0 vier von g nach % laufende, einander
nicht schneidende Curven. Wir bezeichnen die von & 4 y
umschlossene Fliche mit A, die
von ff 4 0 umschlossene mit B,
endlich die, von o 4- B umschlos-
sene mit T,p, und . stellen uns
die Aufgabe, diejenige kanonische
Potentialfunction der Fliche Tup
2u finden, welche am Rande der-
selben, d. i. auf o« 4 B wvorge-
schricbene Werthe besitzt. — Dabei setzen wir voraus, dass
irgend welche Methode bekannt sei zur Bildung der kano-
nischen Potentialfunctionen der Fliche 9 fiir beliebig vorge-
schriebene Grenzwerthe*); ferner, dass eine zweite Methode
bekannt sei, um Analoges zu leisten fiir die Fliche 8. Diese
Methoden bezeichnen wir respective mit R, und Mg, und
die vermittelst derselben construirbaren kanonischen Functionen
der Flichen % und B respective mit U und V. — Ausser-
dem setzen wir voraus, dass die Curven o, 8, 9, 0 in den
Puncten g, % einander nicht berithren, also daselbst Winkel
bilden, die simmtlich von Null verschieden sind*¥).

Vorliufige Bemerkungen. — Was die vier Curven «, 8, 7, 0
betrifft, so mogen z. B. bei der Curve 8 folgende Bezeich-
nungen eingefiihrt werden :

® By Bh g b

Es mbgen nimlich alle Puncte der Curve , welche von den
beiden Endpuncten durch irgend welche, wenn auch noch so
kleine, Entfernungen getrennt sind, durch ein eingeklammertes

*) Eine solche Methode wird z. B. die Methode des artthmetischen
Mittels sein, falls die Randcurve o« 4 y der Fliche % zweiten Ranges
und keine zweisternige ist.

**) Im Uebrigen sind diese Winkel beliebig. Und es ist also z. B,
fiir unsere Betrachtungen véllig gleichgiiltig, ob die Summe der bei g
vorhandenen Winkel («f) und (8y) den Werth 180° hat, wie in vor-
stehender Figur, oder irgend welchen andern Werth, wie in den Fi-
guren Seite 327 und 333.
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(B), ferner solche Puncte, welche den Endpuncten sich ins
Unendliche nihern, mit g, B4, und schliesslich simmtliche
Puncte (8), g, fh zusammengenommen mit f bezeichnet*)
sein. Und Analoges mag gelten bei den Curven «, y, 0. —
Uebrigens werden wir im gegenwirtigen § im Allgemeinen
einen #hnlichen Weg einschlagen, wie im vorhergehenden §,
indem wir zundchst gewisse den Curven «, f, y, 0 eigen-
thiimliche Constanten, sodann die Functionen U, V (2.) be-
sprechen, und endlich zur Aufgabe selber iibergehen.

Die Situationsconstanten %, 4. — Denkt man sich ver-
mittelst der bekannten Methode M. (2.) die Function U<,
d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche A ge-
bildet, welche auf & Eins, auf y Null ist, so findet nach
der dritten Eigenschaft der kanonischen Functionen fiir
simmtliche Puncte § die Formel statt:

0 < Ug < 1 [vgl. (11.) Seite 304];
und insbesondere fiir die eingeklammerten Puncte (8) fol-
gende Formel:

0< Up <1 [vgl (7.) Seite 304],
die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Denn jene einge-
klammerten Puncte (8) sind vom Rande
der Fliche A durch irgend welche, wenn
auch noch so kleine, Entfernungen ge-
trennt [vgl. (3.), (4.)]. — Ferner ergiebt
sich aus der genannten dritten Eigen-
schaft fiir den Punct fg die Formel:

£f,C Y|
U;!I—_—faA::_—’g = A_|C_g ) **)

wo A und C die Winkel sind, unter
welchen die Curve g im Puncte g respective gegen « und yp
geneigt ist, wihrend f, =1 und f, =0 die der Function
U< vorgeschriebenen Grenzwerthe bezeichnen. Nun ist aber
nach unserer Voraussetzung (3.):

0<C<A+C,

*) Man bemerkt sofort, dass bei der Curve g die Puncte (8), g, g
oder (B), fh, h sich ebenso zu einander verhalten, wie friiher bei der
Fliche S die Puncte ¢, 73, s. .

) Vgl. (9.) Seite 304.




10.

11.

12,

18.

14,

328 Neuntes Capitel.

- die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Hieraus folgt:

C
0<m<lr

" also mit Riicksicht auf (7.):

0< Ug,<1.
In analoger Weise erhiilt man:

0<Un<1,
also durch Zusammenfassung der Formeln (6.), (8.), (9.) und
mit Riicksicht auf die in (4.) festgesetzte Collectivbezeichnung *):

0<Us<1, )
immer die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Diese Formel
(10.) gilt fiir simmtliche Puncte f, also z. B. auch fiir den-
jenigen speciellen Punct 8, in welchem Upj sein Maximum
hat. Bezeichnet man also dieses Maximum mit %, so er-
giebt sich:

0<Us<e<l  (sie)

In analoger Weise wird man offenbar, was die kano-
nischen Potentialfunctionen ¥V der Fliche B betrifft, eine
Formel erhalten, die so lautet:

0< Vﬁ<l<1 (sic!).
Die in solcher Weise definirten Constanten 2, 1 hangen
offenbar, ebenso wie die Functionen U?%, V#, nur von den
geomelrischen Verhiiltnissen ab, und mbgen d1e Situations-
constanten der gegebenen Curven heissen.

Ueber die Functionen U, ¥ (2.). — Man denke sich

. vermittelst der bekannten Methode M, (2.) die Function

U=U~’
gebildet, d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche
A, welche auf « beliebig vorgeschriebene Werthe f oder f,
besitzt, und auf y verschwindet. Um die Function (13.)
niher zu untersuchen, setze man: ’
K = Min f,,
G = Max f,, M = Max (abs fz), *¥)

‘*) Nach (4.) ist nimlich B Collectivbezeichnung fiir siimmtliche
Puncte (8), g und Bh, '

**) Wir bezeichnen die auf o vorgeschriebenen Werthe bald mit f,
bald genauer mit £, .
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und betrachte zuvorderst die Function U® ¢-7/, Fiir diese
ergiebt sich aus der dritten Eigenschaft der kanonischen
Functionen:

0< U ® 7/, [vgl (11.) Seite 304;
und hieraus folgt mit Riicksicht auf die vierte Eigenschaft:
o60<a Ul;if - lg ’f7

mithin:
U’ < GU; .

In analoger Weise ergiebt sich offenbar:
Ugrf g KU; ,

und durch Zusammenfassung der beiden letzten Formeln:
KU; < U/ < GUF .
Hieraus folgt, weil Uz nach (11.) stets positiv ist, und K, G
zwischen — M und 4 M (14.) gelegen sind:
—MU; < U’ <+MU;,
also mit nochmaliger Riicksicht auf (11.):
— Mx < U3/ < + Mx,
oder, falls man fiir M seine eigentliche Bedeutung (14.) sub-
stituirt: -
abs Us'/ < x - Max (abs f2).
Denkt man sich andrerseits vermittelst der bekannten
Methode Ms (2.) die Function

V=Vvssr .

d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Fliche 8 con-
struirt, welche. auf § beliebig vorgeschriebene Werthe f oder
[ besitzt, und auf 0 verschwindet, so wird sich die mit (15.)
analoge Formel ergeben:

abs 75/ < 4. Max (abs f),

wo 4 die Constante (12.) ist.

Erste Aufgabe. — Es soll diejenige kanonische Potential-
function der Fliche oz gebildet werden, welche auf o vorge-
schriebene Werthe f oder f, besitst, und auf P verschwindet.

.Die kanonischen Potentialfunctionen der kliche A oder
B sind, nach der fiinften Eigenschaft dieser Functionen, zu-

15,

16.

17.

18.
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gleich auch kanonische Potentialfunctionen der Fliche T.p4;
denn letztere ist ein Theil von A, desgleichen von B. Bildet
man also vermittelst der bekannten Methoden M, und My
(2.), von den vorgeschriebenen f aus, die aufeinanderfolgen-
den Functionen:

® = Ua'f) 9 =Vto,
9)" = Ua' ‘P" q)"’= Vﬂ» (' )
(plv = Jo ¢ R q,v = VB ' ,

und setzt man:

= —9)+ (9" —9")---- + (9™ — glirth),
so sind all’ diese Functionen ¢, ¢’, ¢”, - - - 3™ kanonische
Potentialfunctionen der Fliche Tap. Was die Werthe dieser
Functionen am Rande der Fliche betrifft, so folgt aus (19.):

Pa = fa, P = Pp,
(P:; =¢P¢,, 97ﬁl=¢(§”
(pfrv = 9’0:") ‘p,: = q’;?v ’

und mit Riicksicht hierauf aus (20.):
xf:):fa —-(pg"'i'l), x‘(g“)=0,
Fiir ein sehr grosses # wiirde also g die approzimative Lo-

sung der gestellten Aufgabe (18.) darstellen, wenn sich zeigen
liesse, dass p(»+1 mit wachsendem n gegen Null convergirt.

Nun entsprechen, um hierauf ndher einzugehen, die
Functionen ¢, ¢’ (19.) den Hiilfssdtzen (15.), (17.), d.i. den
Formeln: ‘

abs gg < % - Max (abs f2), abs gz < 4 - Max (abs g5),
woraus durch Elimination von ¢, folgt:

abs g, < x4 - Max (abs fy).
In analoger Weise ergiebt sich:

abs ¢’ < x4 - Max (abs @),

abs o7 < %4 - Max (abs ¢'),

und schliesslich durch Multiplication all’ dieser Formeln:
abs @@= +1 < (x2)*+1!. Max (absf,),
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folglich: o —0.
Somit ist also nachgewiesen, dass die Function x® in der
That eine approximative Lisung der gestellten Aufgabe re-
prisentirt. Hieraus aber ergiebt sich,.wie man leicht iiber-
sieht, unter Anwendung eines gewissen allgemeinen Satzes
(Seite 306), dass y = (=) die strenge Losung ist, oder (anders
ausgedriickt), dass die Reihe

1=(@—9)+ (¢ —9")+ . -ininf

eine kanonische Potentialfunction der Fliche Tap ist mit den .

Grenzwerthen :
Xe =Ta, 1w=0.

Bemerkung. — Die Functionen ¢, ¢”, ¢, . . .. sind
[nach (19.)] kanonische Potentialfunctionen der Fliche %,
deren Grenzwerthe in g und % unstetig, nimlich mit gewissen
Differenzen behaftet sind. Analoges gilt [nach (19.)] von
9, 9", ¢¥, . . . mit Bezug auf B, und [nach (25.), (26.)]
von y mit Bezug auf ¥.s. Hieraus folgt nach einem be-
kannten allgemeinen Satz, dass die Grenzwerthe dieser Kunec-
tionen in g und kb lineare Functionen der betreffenden Azi-
muthe, némlich von der Form

~

At Bt g1 soite sor]

sind. Und zwar erhilt man, wenn ¢ irgend eine von g ausgehende
innerhalb ¥,4 bleibende Curve bezeichnet, die Formeln *¥) 3

(4 ’ 6o
Poy = fay oy ? Pos = Pps g3 »
” r 6y " » 68
‘Pn-——"%vy;y*: 9)09=(pﬂ9ﬂ—3)
[}
Xog = fay &%7

*) Es folgt nimlich aus (23.), dass "% mit wachsendem n zu
Null convergirt. Gleiches gilt daher, mit Riicksicht auf (21.), auch
ff"); so dass also die Formel (24.) allgemein giiltig ist, einerlei,
ob die ins Unendliche wachsende Ordnungszahl eine ungerade oder
gerade ist.

**) Die auf diese Formeln béziigliche Figur Seite 333 repriisentirt
einen Theil der urspriinglichen Figur Seite 326, in grosserem Maass-
stabe, iibrigens auch in etwas anderen Verh#iltnissen (vgl. die zweite
Note, Seite 326),

24.

25,

el
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wo die im Puncte g von den Curven «, 8, y, §, 6 gebildeten
Winkel mit 6y, ay, . . . bezeichnet sind¥).

Da z (25.) aus den ¢, ¢’, @”, 9™, . . . zusammen-
gesetzt ist, so muss es moglich sein, die Formel (28.) aus
den Formeln (27.) zu deduciren. Ejne derartige Deduction -
kann nur eine erwiinschte Controle fir die Correctheit unserer
Theorie sein, und mag daher wirklich versucht werden.

Liasst man zunichst in den Formeln (27.) links und
rechts die variable Curve ¢ resp. mit 8 und « zusammen-
fallen, und setzt man dabei zur Abkiirzung°

By _
ay ﬂ_t’ =A,
so folgt:
‘Ppy=faoK) fP' =‘Pﬂy/\
Ppy = Pag K, Pay = PagA,

und sodann weiter:

Qs = fagK, Pay =fag KA,
Ppy = fag KA, Pag = fa; K*A?,
Ppg = fag K*A2, Pag = fag K3 A3,

Nun ist nach (25.): -

Xog = (9’09 - 9’09) + (‘Pog —_ (P;g') + ----ininf,
alsb nach (27.):

a=(ﬂg+¢ég+w;’,’,+----ininf-)‘—,',

[ 4
” - - . 6
— @p5 + 94y + 95, + - - - imink) g3,
also mit Riicksicht auf (31.):
: _ 1 oy
o9 =les T—KA" «y -
K ¢d

— fag 1— KA fé°

*) «, B, v, & sind gegebene feste Curven, wihrend ¢ beliebig
variiren kann. Demgemiss sind dié Zihler der in (27.), (28.) auf-
tretenden Briiche ebenfalls variabel. In der That repriisentiren diese
Zahler af, ay, 66 die Azimuthe, unter welchen die variable Curve ¢
gegen die festen Curven f, y, 8 geneigt ist.
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Filbrt man zur weitern Reduction dieser Formel die Ab-
kiirzungen ein:

ay=A, a6=E§, : J

fé=B, fo=n,
so folgt zundchst aus (30.)

und mit Riicksicht auf die
beistehende Figur:

K—A=G+n

B—
A= §+")’

Mit Riicksicht hierauf folgt weiter:
Gy 60 A—f A—(E+9) B—q
A B

ay B8~ 4
_nl(4+ B)—(£+ )]
4B~

also, falls man durch (38.) dividirt: .
67 k94
oy K B8 _ __n
1 —KA E+q °

Hierdurch aber gewinnt die Formel (34.) die Gestalt:
Zﬂy=faaﬁr d i =fa, ;_g’
in vollem Einklang mit (28.). — W. z. z. w. -

Zweite Aufgabe. — Es wird gesucht diejenige kanonische
Potentialfunction der Fliche Top, welche auf o - B belicbig
" worgeschriebene Werthe [ besitet.

Man erkennt sofort, dass diese Aufgabe auf die vorher-
gehende (18.) reducirbar ist.” Die Reduction ist analog der
in (63.) Seite 324 angegebenen.

. Allgemeinere Aufgabe. — Es sei § eine in der Ebene
beliebig gegebene, von beliebig vielen Curven o, 6°, 6", ..
begrenzte Fliche. Man denke sich einige dieser Curven durch
irgend welche Puncte in Segmente zerlegt, so dass alsdann
die Begrenzung von T theils aus geschlossenen, theils aus un-

35.

37.

38.

40.

41,
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geschlossenen Curven besteht. All' diese Curven bringe man
nach beliebiger Auswahl in zwei Gruppen, indem man die
einen mit &, die anderen mit 8, und T selber mit T,z be-
zeichnet.

Man lasse nun diese Fliche I,z iiber die Curven B
hinaus in beliebiger Weise anwachsen, bezeichne die in sol-
cher Weise erweiterte Fliche mit %, und die bei dieser an
Stelle der B vorhandene Begrenzung mit y; so dass also der
Rand von ¥,3 durch « 4+ B, der Rand von ¥ hingegen durch
a + y reprisentirt ist. — In analoger Weise mag eine Fliche
B entstanden gedacht werden durch ein beliebiges Anwachsen
der Fliche T,; iiber die « hinaus; und der Rand von 3 be-
zeichnet sein mit g 4 0.

Von diesen drei Flichen Tz, A, B gilt alsdann Aehn-
liches wie von den specielleren Flichen Toz, U, B, denen
unsere vorhergehenden Betrachtungen gewidmet waren. In
der That erkennt man leicht, dass man die kanonischen
Potentialfunctionen der Fliche Tz fiir vorgeschriebene Grenz-
werthe aufzustellen vermag, sobald man nur im Besilz irgend
welcher Methoden ist zur Liosung der entsprechenden Auf-
gaben fiir die Flichen A und B. Allerdings ist dabei, ihn-
lich wie friiher, die Voraussetzung erforderlich, dass die
Curven «, 8, , 0 iiberall, wo sie zusammenstossen, einander

nicht berithren.

§ 3.
Modification der zweitern Methode.

Die im vorhergehenden § exponirte Methode ist einer
gewissen Modification fihig, durch welche sie an Einfachheit
gewinnt. R

Man denke sich von Neuem die Aufgabe (41.) vorgelegt,
und bilde, von den vorgeschriebenen f (d. i. f, und f;) aus,
die aufeinander folgenden Functionen:

L4 =‘}(Ua’f+ V),
¥ =3 (T V),
¥ = L (UsI—v=v | VB /—v—¥),
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vermittelst der bekannten Methoden 9%, und Mp (2.)." Als-
dann ist offenbar:

Ve =% (fu+ VE),

oder, was dasselbe:
fo—Yo=14 (fe — V&).
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (17.):
abs (fa — ¥e) < % [Ma;t (abs fu) + 4 - Max (abs fp)] ,
oder, falls man ¢ als Collectivbezeichnung fiir e, § wihlt:
abs (fu — ¥a) < LF2 Max (abs £y).

In &hnlicher Weise erhilt max:

abs (fs — ¥p) < —1———;-1— Max (abs f5) ,
also beide Formeln zusammengefasst:

abs (fo —.0) < —1—_2'—_1' Max (abs f,),

wo w die grisste der Constanten x, 4 vorstellt. — Ebenso
wie diese Relation (44.a) aus der ersten Formel (43.) ent-
standen ist, ebenso wird man auf Grund der zweiten Formel
(43.) folgende Relation erhalten:

abs (fo — ¥o — 1/’0') g 1__;"" Max (abs (fo — %0)) ,
und auf Grund der dritten Formel (43.) folgende:
abs (fa —Pg— :'pz;’ _i"/)v") _g_ Li‘f Max (abs (fa —YPe— '/’a'))y

u. 8. w. u. 8. w. — Durch Multiplication dleser Relationen
(44.a, b, ¢, . . .) folgt sofort: -

abs (fo — ¥g — ¥ ... ‘”)) (L’gﬁ)ﬂl Max (abs f5),
14w
2

WO

, ebenso wie %, 4, u, ein dchter Bruch ist.
Setzt man also: ‘
B =Y W b Y,

so wird (fiir ein sehr grosses n) 9 eine approximative
Lisung der gestellten Aufgabe (41.) sein. Und folglich wird,

4.a

44.¢

45,

46.
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wie sich durch Anwendung eines bekannten Satzes (Seite 306)
leicht ergiebt,

o=v+¢ 49"+ inif

die strenge Losung sein.

§ 4.
Andeutung einer dritten Methode.

Es mogen g, b, @, B, ¥, 0, A, B, T,z genau die-
selben Bedeutungen haben wie friiher (Seite 326); ausserdem
sei Ty4 die von p 4 0 umschlos-
sene Fliche. — Wir stellen uns
die Aufgabe, diejenige kanonische
Potentialfunction der Fliche T,s
2u finden, welche am Rande der-
selben, d. . auf y 4 0 vorge-
schricbene Werthe besitzt. Dabei
setzen wir voraus, dass irgend
welche Methode bekannt sei.zur Losung der analogen Auf-
gabe fiir die Fliche %, und dass irgend welche zweite Me-
thode bekannt sei zur Losung derselben fiir die Fliche 8. Diese
Methoden bezeichnen wir resp. mit IR, und Mg, und die
vermittelst derselben construirbaren kanonischen Functionem
der Flichen A und B resp. mit U und V. Auch setzen
wir voraus, dass die Curven «, 8, , 0 in den Puncten g, &
einander nicht beriihren, also daselbst Winkel bilden, die
simmtlich von Null verschieden sind.

Da diese Voraussetzungen mit unseren fritheren Voraus-
setzungen (Seite 326) identisch sind, so ergeben sich, genau
wie damals, die Formeln (vgl Selte 329):

abs Us'/ < % - Max (abs fa),

abs V£'/ < 1 - Max (abs m,
wo die f (d. i. fo und fg) beliebig vorgeschriebene Werthe
bezeichnen, wihrend %, 42 zwei den Curven «, 8, 9, 0
eigenthiimliche Constanten vorstellen deren jede ein dchler,
Bruch ist.

Um nun auf die Losuug der O'estellten Aufgabe (1.)
ndher einzugehen, bezeichne man die auf p 4 0 vorge-
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schriebenen Werthe mit f (oder génauer mit f,, f3), und
bilde von diesen f aus, vermittelst der bekannten Methoden
Mo, Mp (2.), die aufeinanderfolgenden Functionen:

o =TUr/4UF,  y =TVhifVor,
=9 FU=vy, Y=y +TVhev,
q)n — ¢/ _I_ U“)"«/"—‘P" '¢’” — d” + Vﬂ’ ‘P._‘P,,

wo die F' (d. i. F, und Fg) vollkommen willkiirlich gewihlt
sein mbgen, also, falls es uns beliebt, auch Null sein kénnen.
Aus diesen Formeln (6.) folgt sofort: il

‘PV = f)’ k) ’d"(’ = f(’ )
Py = @y, Vi = ¥s, 1
) (pgl): (p;"_l) ,w(n) w(n l)
mithin auch:
‘P;n) =1y ¢f,"’ = f.;; 8

ferner folgt aus (6.):

P = Pa + (Y« — ), Y=Y+ (9p — ¥p),
oder, einfacher geschrieben:

Pa = Yo, Vi = 9p; 5.
und endlich folgt aus (6.):
: ‘P;‘;=‘Pﬁ+U;'w—‘P; ¢'¢;=¢a+V£'¢—w- 10.

Nun ist nach (4.):
abs U;" ¥Y=% < x . Max [abs (¥ — @u)],
also mit Riicksicht auf die Formel (10.) linker Hand:
abs (pp — @) < % - Max [abs (¥ — @d)]
oder, mit Riicksicht auf die Formel (9.) rechter Hand:
abs (p; — ¥s) < % - Max [abs (g — v2)] .
In @hnlicher Weise erhidlt man die Formel:
abs (Yo — @a) < 4 - Max [abs (Yo — @.)],
und sodann durch Zusammenfassung beider Formeln:

abs (95 — %) < ¢ - Max [abs (9o — 9], 1La
wo 6 als Collectivbezeichnung fiir ¢, B fungirt, und p die
Ncumann, Potential. 29
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grosste der Constanten x, A vorstellt. — Analog mit (11. a)
wird sich offenbar ergeben:

abs (p; — ¥s) < p - Max [abs (s — ¥,)],
abs (95" — 9,”) < p - Max [abs (95" — ¥5)],

u.s. w. u.s. w. Aus diesen Formeln (11.a, b, ¢ . . .) folgt
aber durch Multiplication:

abs (9;"— 9;") < u* - Max [abs (g0 — ¥o)] -

Das gestellte Problem (1.) wird zufolge (8.) seine Losung

finden durch die Functionen

(p("’ und #,(-) ,
falls sich nur nachweisen lisst, dass dieselben durch Ver-
grosserung von n unter einander identisch gemacht werden
konnen in Erstreckung des den beiden Flichen % und B ge-
meinsamen Gebietes To.;3. Dass solches aber wirklich der
Fall sei, folgt aus der Kormel (12.)

Bemerkung. — Die hier angewendete Methode kann
leicht auf allgemeinere Aufgaben ausgedehnt werden, vgl. die
analogen Betrachtungen auf Seite 333.

Bemerkung. — Die in diesem § angedeutete Methode
diirfte, wenn auch nicht der Begriindang, so doch den For-
meln nach, im Wesentlichen identisch sein mit der von
Schwarz mitgetheilten Methode [Programm der Polyt. Schule
in Zirich 1869/70, vgl. auch Borchardt's Journal, Bd. 70,
Seite 120].



Anhang.

Erweiterung einiger Untersuchungen von Green
und Thomson.

Der im dritten Capitel besprochene erweiterte Gauss'sche
Satz (vgl. Seite 72 und 98) betrifft die sogenannte natiirliche
Belegung (y) eines gegebenen Conductors. In analoger Weise
lassen sich, wie ich gegenwirtig zeigen werde, analoge Siitze
aufstellen fiir die durch einen gegebenen Massenpunct ndu-
cirten Belegungen (%) und (9), wo (1) diejenige Belegung
bezeichnen soll, welche entsteht, wenn der Conductor zur
Erde abgeleitet, andrerseits (9) diejenige, welche entsteht,
wenn der Conductor isolirt und mit der Ladung Null ver-
sehen ist. Diese Sitze stehen in unmittelbarer Beziehung zu
bekannten Untersuchungen von Green.

Sodann werde ich tibergehen zur Thomson’schen Methode
der sphdrischen Spiegelung, oder (was dasselbe ist) zur Me-
thode der reciproken Radien, und zeigen, dass dieselbe nicht
nur fiir das Newton'sche Potential im Raume, sondern ebenso
auch fiir das Logarithmische Potential in der Ebene zu wich-
tigen Sitzen hinleitet.

§ 1.

Die Green’sche Belegung und die Nullbelegung, gebildet mit
Bezug auf einen &ussern Punct.

Bezeichnungen. — Es sei ¢ eine geschlossene Curve oder
Fliiche von beliebiger Beschaffenheit. Wir bezeichnen die
auf 6 gelegenen Puncte mit ¢ oder s, desgleichen die Ele-
mente von 6 mit do oder ds, ferner die Puncte ausserhalb

6 mit a oder «, endlich die Puncte innerhalb ¢ mit ¢ oder j.
22%*

1
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Ausserdem sei 4, irgend ein specieller unter den Puncten i,
etwa der Mittelpunct von o, falls ein solcher vorhanden ist*).

Die natiirliche Belegung. — -Mit diesem Namen haben
wir diejenige Belegung von ¢ bezeichnet, deren Gesammt-
masse Fins, und deren Potential auf innere Puncte constant
ist (Seite 85 und 107). Auch haben wir die Dichtigkeit
dieser Belegung mit y, ihr constantes Potential fiir innere
Puncte mit I, und ihr Potential auf &ussere Puncte mit TT,
benannt. Folglich ist:

J@oys) =1,
J(@dopsTo) =T,
f(ddy,,T‘,a) =Tl,.

Die letzte dieser Formeln nimmt; falls man @ ins Unendliche
riicken lisst, die Gestalt an:

(fd676) Tiua = T , fiix a = o0,
und hieraus folgt mit Riicksicht auf die erste Formel (3.):
.T;na==ﬂ'a, fiir a = 00,

wo 4, die in (2.) genannte Bedeutung hat.

Die einem iiussern Punct o entsprechende Green’sche
Belegung. — Mit diesem Namen bezeichnen wir diejenige
Belegung, welche fiir alle #nneren Puncte #quipotential ist
mit einer in e concentrirten Masse Eins**), also diejenige,
deren Dichtigkeit #* der Formel entspricht:

f(d(ﬂ]ng. -T

Zugleich stellen wir uns die Aufgabe, die Gesammimasse M=
dieser Belegung und das von ihr auf einen beliebigen Punct
x ausgeiibte Pofential G niher zu untersuchen.

Offenbar ist:

*) Unbeschadet der folgenden Betrachtungen kann man iibrigens
auch unter ¢, irgend einen Punct ausserhald ¢ sich vorstellen, der von
¢ eine endliche Entfernung, iiberhaupt eine feste Lage hat, etwa den
Anfangspunct des Coordinatensystems, u. dgl.

**) Durch diese Bedingung ist die Belegung, abgesehen vom singu-
liren Fall, eindeutig bestimmt, wie sich solches leicht aus dem Theo-
rem (A.abs) , Seite 101 ergiebt.
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M* = [ (do7),
G; =f(d‘”1zT.,.-),
. G =[den;T,,),
also mit Riicksicht auf (6.):
Gi = To; und o= Ty .

Ferner ist nach dem erweiterten Gauss’schen Satz [vgl. (3.)
Seite 99]: )
rMe =f(d67/;rG:);

TM* = [ (d6ys Toa),
oder, mit Riickblick auf (3.):
TMe=TI,. *)
Was ferner G; betrifft, so ergiebt sich aus (6.), falls man ¢

nach s (d. i. nach irgend einem Puncte der Curve oder Fliche
o) riicken lisst:

also nach (8.):

) f(d'Gﬂsz) = Tas;
oder, falls man den Punct ¢ mit irgend welchem andern
dussern Puncte @, und gleichzeitig 6 mit s vertauscht:

[(@s7°Ts0) = Tus-

Durch Substitution dieses Werthes von 7,, in die dritie
Formel (7.) folgt:

*) Zufolge friherer Untersuchungen (Seite 86) ist fiir jede beliebige
Lage des Punctes o: .
r>m,>'m, .

Die Werthe von I und T, sind aber in der Ebene und im Rawme von
sehr verschiedenem Charakter. Es ist nimlich, ebenfalls auf Grund
friiherer Untersuchungen (Seite 87 und 88):

in der Ebene: im Raume:
[ bald positiv, bald null, bald ne- | I stets positiv und verschieden von _
gativ, je nach der Beschaffenheit| Null; und TT, = 0. Somit geht
der Curve ¢; und Ty, = —o00. |die Formel (I.) iiber in
r>m,>o;
und hieraus folgt mit Riicksicht auf
die Formel (9.):
1>Me>0.
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Ga = [f (dodsnon: Tos) ;
woraus ersichtlich, dass G; in Bezug auf « und a symmetrisch
ist. Auch lasst sich die Gestalt dieser symmetrischen Function
niher angeben fiir den speciellen Fall, dass einer der beiden
Puncte @, « unendlich weit entfernt ist. Aus der dritten
Formel (7.) folgt ndmlich:
G = (fddq:) T.., fira=oo0,

wo 4, die in (2.) genannte Bedeutung hat. Das hier auf-
tretende Integral [do7g ist aber nach (7.) gleich Me, also

L
nach (9.) gleich +; und andrerseits ist in dem hier be-
trachteten Fall a = oo die Grosse Ty,, zufolge (4.), identisch
mit TT,. Folglich:

@ "ana
G = r
Durch Zusammenstellung der eben erhaltenen Resultate

gewinnen die Formeln (7.) folgende Gestalt:
o "a .
f (dons) = T
S @onsTo) = Tus,
f(do’n:T.,a) = G, =G3;
wobei alsdann noch hinzuzufiigen ist, dass die Function G2
oder G; die Form des in (11.) genannten Productes annimmt,
sobald einer der beiden Puncte a, @ ins Unendliche riickt.

Man pflegt diese Function die Green’sche Function zu nennen.
Bemerkung. — Man kann die erste und zweite der

, fir a=o00.

“Formeln (12.) offenbar auch so schreiben:

] r Q. .
Slooi) -

. rqs rT,;
._/‘(dd TT: T"‘) =T,

Beachtet man, dass die rechte Seite der letaten Formel [vgl.
(4.)] fir ¢ = oo in die Constante I iibergeht, so erkennt
man sofort, dass der Ausdruck

()
n“ *=®
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nichts Anderes ist, als die Dichtigkeit y der sogenannten
natirlichen Belegung. Hleraus aber ergiebt sich, wenn man

den in (14.) eutha,ltenen Bruch - durch das Integral f (dong),.

(12.), ersetzt:

Yy — ( Mo
S@ond) Jo_.
so dass also die sogenannte natiirliche Belegung im Wesent-
lichen nichts Anderes ist, als ein Specialfall der sogenannten
Gireen’schen Belegung.

Aufgabe. — Zur weitern Vervollstindigung unserer Be-
trachtungen stellen wir uns die Aufgabe, eine gegebene Masse
M auf der Curve oder Fliche ¢ in solcher Weise auszu-
breiten, dass sie fiir alle ¢nneren Puncte, abgesehen von
einer additiven Constante, fquipotential wird mit einer in «
concentrirten Masse Eins.

Man erkennt leicht, dass die Dichtigkeit E der ge-
suchten Belegung den Werth hat

E; =% + (M — M%)yp,,

wo Me, ebenso wie frither, die Gesammtmasse der Belegung
n® vorstellen soll. Oder anders ausgedriickt: Man erkennt,
dass die gesuchte Belegung als eine Superposition zweier
Belegungen angesehen werden kann, deren Dichtigkeiten re-
spective

7% und (M — M)y,

sind. In der That besitst die erste dieser Belegungen (18.)
die Masse M#, die zweite die Masse (M — M®), was zusammen-
genommen M giebt. Und andrerseits besitzt die erste dieser
Belegungen fiir innere Puncte das Potential T,;, die letztere
das Potential (M — M¢)[, was zusammengenommen 7,; ver-
mehrt um eine Constante (d. i. eine von ¢ unabhingige Grisse)
ergiebt.

Obwohl hiermit die Richtigkeit der Behauptung (17.)

bereits erwiesen ist, so wird es doch nicht iiberfliissig sein,
die betreffenden Formeln wirklich hinzuschreiben, und den-
selben noch eine dritte Formel beizufiigen, welche das Po-

" 15,

16.

17.

18,
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tential der in Rede stehenden Belegung aaf Gussere Punete
betrifR. Man erbak?®):
J(deE,) =M,
J(d6E,T,;) = To; — Tla + MT,

1181}
J(@6E.T.) = G — —%=+ M.

Die letzte dieser Formeln zeigt, dass das von der Belegung
E auf 3ussere Puncte ausgeiibte Potential (ebenso wie das
der Belegung 5*) in Bezug auf a, « symmetrisch ist, sobald
M —=0. Aus diesem Grunde scheint es angemessen, dem
Fall M — O eine besondere Aufmerksamkert zuzuwenden, wie
sofort geschehen soll. Es mag nimlich

Die einem #ussern Puncte ¢ entsprechende Nullbe-
legung als diejenige definirt werden, welche die Gesammt-
masse Null hat, und fiir alle inneren Puncte, abgesehen von
einer additiven Constanten, Aquipotential ist mit einer in «
concentrirten Masse Eins. Alsdann wird offenbar die Dich-
tigkeit 9= dieser Belegung nichts anderes sein, als der spe-
cielle Werth von E fir M — 0O; so dass sich also z. B. aus
(17.) die Formel ergiebt: : -

N, =n, — My, =1, — 743

Desgleichen wiirden auch die Formeln (19.) zu wiederholen
sein, nur dberall 9;, O statt E,, M gesetzt. Mag man also
die einem Puncte a entsprechende Green’sche, odér die dem-
selben entsprechende N ull- Belegung bilden, im einen wie im
andern Falle wird das Potential dieser Belequng awf irgend
einen Punct a symmetrisch sein in Bezug auf a, a.

§ 2.
Die Green’sche Belegung und die Nullbelegung, gebildet mit
Bezug auf einen innern Punet.

Die einem innern Puncte ) entsprechende Green’sche
Belegung. — Mit diesem Namen bezeichnen wir diejenige

*) Namlich durch Benu#ung der Formeln (3.), (12.), und indem
man fiir M® seinen WerthT'mbuﬁtnirt.
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Belegung der gegebenen Curve oder Fliche o, welche fiir
alle dusseren Puncte dquipotential ist mit einer in j concen-
. trirten Masse Eins*), also diejenige, deren Dichtigkeit / der
Formel entspricht:

f(danTaa) = 1}0 .
Bezeichnet man die Gesammtmasse dieser Belegung mit

M/, und das von ibr auf irgend einen Punct z ausgeiibte
Potential mit G, so ist offenbar:

W = [(dons),
G, = [doniTes) s
Gl = [(don} Ts),
also mit Riicksicht auf (24.):
Gi=1T, uwd Gj="T,,.
Ferner ist nach dem erweiterten Gauss'schen Satz [(3.) S. 99]:
M = [(doy,GJ),
also nach (26.): A
rm =f(d670 7.5,
oder, mit Riickblick auf f3.):
. Mi=1.
Was ferner G/ betrifft, so ergiebt sich aus (24.), falls man
a nach s riicken lisst:

J@oniT,) =1,

=1,

oder, falls man j mit irgend welchem andern innern Punect ¢, -

" und gleichzeitig ¢ mit s vertauscht:
./‘(ds’]:Ta:) = ‘T-'a *
Durch Substitution dieses Werthes von T, in die dritte
Formel (25.) folgt:
G} =[f dodsninT,,),
woraus ersichtlich, dass G/ in Bezug auf j und ¢ symmetrisch

ist. — Durch Zusammenstellung der erhaltenen Resultate ge-
winnen die Formeln (25.) folgende Gestalt:

*) Dass diese Definition die Belegung eindeutig bestimmt, ergiebt
sich leicht aus dem Theorem (J.%*), Seite 105.

7

21,
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J@donly =1,
‘/.(d(’ngTaa) = Z}a )
S@eniT,) =G| =aj.

Man pflegt die Function G/ oder G; die Green'sche Function
fiir innere Puncte zu nennen. Solches absolvirt stellen wir
uns #hnlich wie im vorhergehenden § (Seite 343) folgende

Aufgabe. — Eine gegebene Masse M soll auf der ge-
gebenen Curve oder Fliche ¢ in solcher Weise ausgebreitet
werden , dass sie fiir alle auf 6 gelegenen Puncte, abgesehen
von einer additiven Constante, #quipotential ist mit einer in
J concentrirten Masse Eins*).

Man erkennt, @hnlich wie friiher (Seite 343), dass die
Dichtigkeit E der gesuchten Belegung folgenden Werth hat:
E, =)+ (M — 17,3

und gelangt nebenher zu folgenden Formeln:
" [(doE,) =M,
f'(dG-EﬂTM) = Tja + (M'— l)na )
f(dGEaTm') = G{ + (-M"' 1) r;
woraus folgt, dass das Potential dleser Belegung auf einen
innern Punct ¢ in -Bezug auf ¢, j symmetrisch ist, nicht nur*
fir M = 0, sondern fiir jeden beliebigen Werth von M. —
Um die Analogie mit den Untersuchungen des vorhergehenden §
80 weit als moglich zu verfolgen mag endlich )
Die dem Puncte j entsprechende Nullbelegung als die-
jenige definirt werden, welche die Gesammtmasse Null hat
und fiir alle auf ¢ gelegenen Puncte, abgesehen von einer
additiven Constanten, iquipotential ist mit einer in j concen-
trirten Masse Eins. Alsdann ist offenbar die Dichtigkeit &/
dieser Belegung nichts Andeves als der specielle Werth von
E fir M =0, so dass man aus (31.) erhilt:

*) Dass diese Aufgabe nur eine Losung zuliésst, erkennt man leicht
mit Hillfe des Theorems (J.%%), Seite 105. Vollig analog mit der
frithern Aufgabe (16.) wiirde iibrigens die gegenmwdirtige Aufgabe (30.)
erst dann sein, wenn man die Aequipotentialitit (abgesehen von einer
additiven Constante) nicht nur fiir alle auf ¢, sondern auch fiir alle
ausserhalb ¢ befindlichen Puncte fordern wollte. Doch wiirde alsdann,
wie man leicht erkennt, die Aufgabe unlisbar, d. i. widersinnig sein.
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) '9; = ’7: Y &%)

und ausserdem drei mit (32.) analoge Formeln, die von jenen
nur dadurch sich unterscheiden, dass iiberall 8/, O statt
E;,, M stehen. Dic dem Puncte j entsprechende Null-
belegung ist daher, ebenso wie die demselben entsprechende
Green’sche Belegung, von solcher Art, dass das von thr
auf irgend eimen Punct ¢ ausgciibte Potential in Beeug auf
i, j symmetrisch ist. ‘

§ 3.
Die physikalischen Bedeutungen der betrachteten Belegungen.

Bedeutung von 7*. — Man denke sich .o als die Ober-
fliche eines zur Erde abgeleiteten Conductors, und stelle sich
die Aufgabe, die-
jenige elektrische Be- ¢
legung zu ermitteln, *a
welche auf diesem
Conductor inducirt
wird durch einen in
o befindlichen elek-
trischen Punct von
der Masse u. — Be-
kanntlich muss das
elektrische Gesammt-
potential, nach Eintritt des elektrischen Gleichgewichts, inner-
halb des Conductors constant, und zwar im gegenwértigen
Fall, wo der Conductor zur Erde abgeleitet ist, Null sein.
Bezeichnet man also die Dichtigkeit der gesuchten elektrischen
Belegung mit &, so muss fiir alle Puncte ¢ die Gleichung

stattfinden: .
f(dGG,T,,.-) 4+ puTi=0.

Diese Formel ist, wie sich aus dem Theorem (A4.%%), 8. 101,
leicht ergiebt, zur eindeutigen Bestimmung von 0 vollkommen
ausreichend, und zeigt durch ihre Uebereinstimmung mit der
frithern Formel (6.); dass 0 identisch ist mit %*, sobald man
@ = — 1 setzt. — Folglich kann man % als die durch einen
Punct o von der Masse (— 1) auf dem abgeleiteten Conductor
inducirte Belegung, und G4 als das Poltential dieser inducirten

Ro
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Belegung auf dussere Puncte bezeichnen. — In shnlicher Weise
erkennt man, dass der Ausdruck
E, = 11: + (M — M%) p, [vgl (17.)]

als die Dichtigkeit derjenigen Belegung bezeichnet werden
kann, welche durch den Punct
e von der Masse (— 1) auf
dem isolirten wnd mit der
Llektricititsmenge M gelade-
nen Conductor inducirt wird*).

Bedeutung von %/, —
Man denke sich ¢ als die in-
nere Oberfliche eines schaalen-
foérmigen Conductors**), und
stelle sich die Aufgabe,. die-
jenige elektrische Belegung zu ermitteln, welche auf dieser
Fliche ¢ inducirt wird durch einen im innern Hoblraum,

*) Wir konnen auf die Dichtigkeiten 7, E gewisse friihere Be-
trachtungen anwenden, und gelangen alsdann zu folgenden Sitzen,
welche hauptsiichlich beachtenswerth sind wegen der im ersten Satz
erforderlichen Restriction:

1. Die Function 7, ist bei der Betrachtung im Raume stets positiv,
nicht aber in der Ebene [vgl. (85.) Seite 94]. Zugleich sei bemerkt,
dass die Gesammtmasse M® dieser Belegung im Raume der Relation
unterworfen ist : .
< M* L1,
nicht aber in der Ebene [vgl. (IIL.) Seite 341]; so dass man also sagen
kann, die auf einem z2ur Erde abgeleiteten Conductor durch einen
elektrischen Massenpunct von der Masse (— 1) inducirte Belegung sei
threr Gesammtmasse nach stets kleiner als 1; wihrend ein analoger
Satz in der Ebene nicht existirt,

1I. Die Function E, = 715 + (M — M%)y, (36.) ist, im Raum wie
in der Ebene, stets positiv, falls M > 1 dst [vgl. (29.) Seite 90].

III. Die Function 85 ist von wechselndem Vorzeichen, nimlich an
einigen Stellen von ¢ positiv, an anderem megativ; — wie sich solches
unmittelbar aus dem Umstande ergiebt, dass die Gesammtmasse der
Belegung 95 Null sein soll,

Schliesslich sei, der Vollstindigkeit willen, daran erinnert, dass
die Fumction y,, im Rawm wie in der Ebene, stets positiv ist [vgl. (18.),
Seite -86].

**) Qb derselbe zur Erde abgeleitet oder isolirt ist, und ob der-
selbe im letztern Fall von Hause aus mit Elektricitat geladen ist oder
nicht, mag dahingestellt bleiben.
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etwa in j befindlichen elektrischen Punct von der Masse u. —
Im Allgemeinen werden sich alsdann zwe: elektrische Be-
legungen bilden, eine auf der inmern Fliche o, die andere
auf der dussern Fliche 6’; und nach Eintritt des Gleich-
gewichtszustandes wird das von 6, ¢’ und p herrithrende Ge-
sammtpotential fiir alle Puncte a des Conductors constant scin.
Aber noch mehr lisst sich bebaupten. Denn zufolge eines
frithern Satzes [vgl. z. B. II. Seite 81] muss zur Zeit jenes
Gleichgewichtszustandes das allein vou ¢ und g herriihrende
Potential fiir alle Puncte a Null sein, also die Formel statt-

finden: ]
f(d"aaTva) +uT;Ha=0,

wo 0 die Dichtigkeit der auf ¢ sich etablirenden elektrischen
Schicht bezeichnet. Diese Formel ist, wie aus dem Theorem
(J.2%), Seite 105, sich leicht ergiebt, zur eindeutigen Be-
stimmung von 0 vollkommen ausreichend, und zeigt durch
ihre Uebereinstimmung mit der friilhern Formel (24.), dass &
identisch ist mit 7/, sobald man p = — 1 setzt. — Folglich
kann %/ als die durch einen Punct j von der Masse (— 1)
inducirte Belegung, und G{ als das Potential dieser inducirten
Belegung auf einen inmern Punct ¢ bezeichnet werden*).

§ 4.
Einige Sitze, die dem erweiterten Gauss’schen Satze
dhnlich sind.

Ebenso wie der erweiterte Gauss'sche Satz (Seite 98) die
natiirliche Belegung y betrifft, ebenso gelten #hnliche Sitze
hinsichtlich der Belegungen %*, 8% und %/, 9/ .

*) Durch Anwendung friiherer Betrachtungen folgt sofort, dass

1. die Function 7%, tm Rawm wie in der Ebene, stets positiv ist
[vgl. (37.), Seite 96]. Hieraus und mit Riicksicht auf das bestindige
Positivsein von y, [vgl. (18.) Seite 86], folgt weiter, dass

IL die in (31.) aufgefihrte Function E, =7} + (M — 1)y,, im
Raum wie in der Ebene, stets positiv sein wird, falls M > 1 ist, —
Endlich ist zu bemerken, dass -

I1L. die Function &} eine Function von wechselndem Vorzeichen ist.
— — Diese drei Siitze entsprechen den kurz vorher erwihnten, Note
Seite 348.
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Es sei nach wie vor ¢ eine geschlossene Curve oder
Fliche von beliebiger Beschaffenheit; ferner sei ¥V das Po-
tential eines beliebigen Massensystems, dessen einzelne Massen-
elemente theils mit m, theils mit y bezeichnet werden mogen,
je nachdem sie ausserhalb oder innerhaldb ¢ liegen; dem-
gemiss seien die Werthe dieses Potentials ¥ in zwei Puncten
z und 6 angedeutet durch:

Veo=3mTn, + ZpTyus,
) V.,-—:EmTM—l—EyTpa,
wo x einen ganz beliebigen Punct vorstellt, ¢ hingegen einen
auf der gegebenen Curve oder Fliche liegenden.
Solches festgesetzt, ergeben sich die in Rede stehenden
Siitze dadurch, dass man die Formel (39.) respective mit

7,40, nido, ¥.de, 4’ de, 9 do

multiplicirt, und jedesmal integrirt. — In der That ergiebt
sich in solcher Weise zuniichst die schon bekannte
Formel des erweiterten Gauss’schen Satzes:

S Vovedo = EmTl, + Zul [vgl Seite 98],
in welcher, zufolge der Relation TT, =T, solche Massen-
elemente, die gerade auf o liegen, nach Belieben zu den m

.oder zu den u gerechnet werden konnen. — Was nun ferner

Die analogen Formeln fiir 47* und 9¢ betrifft, so folgt
aus (39.). durch Multiplication mit 5 de und Integration:

SV nide = Zm ([T, v do) + Zu(fT, v’de),
d. i. nach (12.):
S Votodo = ZmGne + ZpTue, *)

wo, ebenso wie in (41.), solche Elemente, die gerade auf o
liegen, nach Belieben zu den m oder zu den p gerechnet
werden konnen; denn ‘es ist nach (12.): Gip= T,o. — Sub-
trahirt man die Formeln (41.), (42.) von einander, nachdem

o
zuvor die erstere mit ?“ multiplicirt worden ist, so erhilt

man mit Riicksicht auf (21.):,

*) Der Bequemlichkeit halber bringen wir die Indices der Green-

- schen Function G beide unten an, und schreiben also z. B. G, , statt G7 .
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SV, 850 =2m(@,, T, —T,),

wo offenbar, ebenso wie in (41.), (42.), die auf ¢ gelegenen
Massenelemente nach Belieben den m oder u beizugesellen sind.

Die analogen Formeln fiir 7/ und &/. — Durch Mul-
tiplication der Formel (39.) mit #/d¢ und Integration entstcht:

SVonide = Zm ([T, nido) + Bu ([T, 4ido),
oder, mit Riicksicht auf (29.):
SV njde =3mT, + 3@,
und hieraus endlich folgt durch Subtractlon der Formel (41.)
und mit Riicksicht auf (33.):
fVaq‘};dd = Em(ij —1,)+ @G, —1T).

Wiederum kéonnen in diesen Formeln (44.), (45.) die auf ¢
gelegenen Massenelemente nach Belieben zu den m oder p
gerechnet werden; denn es ist: T, =T, und nach (29.):
T 8] = G‘, I

§ 5.
Behandlung einiger Aufgaben.

Das Potential V. (38.) nimmt, falls die m =0 sind,
mithin simmtliche Massenelemente des betrachteten Systems
innerhalb, resp. auf ¢ liegen, die Gestalt an:

Ve=2u Ty
s0 dass z. B. Vo = ZuT,, wird. Und mit Ricksicht hierauf
folgt alsdann aus (41.), (42.), (43.):
S Vovedo = Eul’ =M,
f ngdd u?
fV.,ﬂ.,dd— Ve — MTT..
Ausserdem ist nach (3.), (12.), (20.):
f Ped6 =1,
S nzde = _n_
Soede=0.

41,
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tential der in Rede stehenden Belegung auf dussere Puncte
betrifft. Man erhalt*):

[(doE) =M,
f(dGE.,Tg;) = Tai - na + Mr;
m,m - -
S0 By Too) = G — —-° + MT,.

Die letzte dieser Formeln zeigt, dass das von der Belegung
E auf #ussere Puncte ausgeiibte Potential (ebenso wie das
der Belegung %®) in Bezug auf a, @ symmetrisch ist, sobald
M = 0. Aus diesem Grunde scheint es angemessen, dem
Fall M = O eine besondere Aufmerksamkeit zuzuwenden, wie
sofort geschehen soll. Es mag niémlich

Die einem #ussern Puncte « entsprechende Nullbe-
legung als diejenige definirt werden, welche die Gesammt-
masse Null hat, und fiir alle inneren Puncte, abgesehen von
einer additiven Constanten, #quipotential ist mit einer in «
concentrirten Masse FEins. Alsdann wird offenbar die Dich-
tigkeit 9* dieser Belegung nichts anderes sein, als der spe-
cielle Werth von E fiir M = O; so dass sich also z. B. aus
(17.) die Formel ergiebt:

“a
By =1, — My, =1, — = ¥o;

Desgleichen wiirden auch die Formeln (19.) zu wiederholen
sein, nur {ibersll 97, O statt E,, M gesetzt. Mag man also
die einem Puncte o entsprechende Green’sche, odér die dem-
selben entsprechende N ull- Belegung bilden, tm einen wie im
andern Falle wird das Potential dieser Belegung auf irgend
einen Pumct a symmetrisch sein in Bezug auf a, c.

§ 2.
Die Green’sche Béleg'ung und die Nullbelegung, gebildet mit
Bezug auf einen innern Punct.

Die einem innern Puncte j entsprechende Green’sche
Belegung. — Mit diesem Namen bezeichnen wir diejenige

*) Niémlich durch Benutzung der Formeln (3.), (12.), und indem

)
man fiir M® seinen Werth —r—“ substituirt.
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Belegung der gegebenen Curve oder Fliche o, welche fiir
alle dusseren Puncte iquipotential ist mit einer in j concen-

_ trirten Masse Eins*), also diejenige, deren Dichtigkeit 7/ der
Formel entspricht:

f(dcnzTua) = 1'1'4 °
Bezeichnet man die Gesammtmasse dieser Belegung mit

M/, und das von ibr auf irgend einen Punct z ausgeiibte
Potential mit G, so ist offenbar:
4 =f (d"ﬂ{;) )
G = [don; Tun),
also mit Riicksicht auf (24.):
G£=1;‘a wmd G} = g
Ferner ist nach dem erweiterten Gauss’schen Satz [(3.) S. 99]:
TM = [(doysG3)
also nach (26.): J e
rm/ =f(d67’a Taj) )
oder, mit Riickblick auf f3.):
. Mi=1.
Was ferner G7 betrifft, so ergiebt sich aus (24.), falls man
a nach s riicken ldsst:
. f(d‘“?frTm) = 1,,1"
oder, falls man j mit irgend welchem andern innern Punct 7,
und gleichzeitig ¢ mit s vertauscht:

f(dsﬂiTa:) = Tia'
Durch Substitution dieses Werthes von 7, in die dritte
Formel (25.) folgt:
G} =[[(@dodsnjniT,,),
woraus ersichtlich, dass G{ in Bezug auf j und i symmetrisch

ist. — Durch Zusammenstellung der erhaltenen Resultate ge-
winnen die Formeln (25.) folgende Gestalt:

*) Dass diese Definition die Belegung eindeutig bestimmt, ergiebt
sich leicht aus dem Theorem (J.%*), Seite 105.

23,

2,
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f(dd'q(f}):l,
f(don ——I;a’
JS@ary m)—-G =Gj.

Man pflegt die Function G/ oder Gj die Green'sche Function
fir innere Puncte zu nennen. Solches absolvirt stellen wir
uns dhnlich wie im vorhergehenden § (Seite 343) folgende

Aufgabe. — Eine gegebene Masse M soll auf der ge-
gebenen Curve oder Fliche ¢ in solcher Weise ausgebreitet
werden, dass sie fiir alle auf 6 gelegenen Puncte, abgesehen
von einer additiven Constante, #iquipotential ist mit einer in
J concentrirten Masse Eins*).

Man erkennt, dhnlich wie frither (Seite 343), dass die
Dichtigkeit E der gesuchten Belegung folgenden Werth hat:
E —’7 +(M—])?’¢)

und gelangt nebenher zu folgenden Formeln:
" [(deE,) =M,

S(@6E;Too) = Tjo + (M — 1)TT,,

S(@6EsT,) = Gi + (M— nr;
woraus folgt, dass das Potential dYeser Belegung auf einen
innern Punct ¢ in-Bezug auf ¢, j symmetrisch ist, nicht nur-
fir M = 0, sondern fiir jeden beliebigen Werth von M. —
Um die Analogie mit den Untersuchungen des vorhergehenden §
so weit als moglich zu verfolgen mag endlich

Die dem Puncte j entsprechende Nullbelegung als die-

jenige definirt werden, welche die Gesammtmasse Null hat
und fiir alle auf ¢ gelegenen Puncte, abgesehen von einer
additiven Constanten, #iquipotential ist mit einer in j concen-
trirten Masse Eins. Alsdann ist offenbar die Dichtigkeit &/

dieser Belegung nichts Andeves als der specielle Werth von
E fir M =0, so dass man aus (31.) erhilt:

*) Dass diese Aufgabe nur eine Losung zulisst, erkennt man leicht
mit Hiilfe des Theorems (J.%%), Seite 106. Vollig analog mit der
friihern Aufgabe (16.) wiirde ibrigens die gegemwdrtige Aufgabe (30.)
erst dann sein, wenn man die Aequipotentialitit (abgesehen von einer
additiven Constante) nicht nur fiir alle auf ¢, sondern auch fiir alle
ausserhalb ¢ befindlichen Puncte fordern wollte. Doch wiirde alsdann,
wie man leicht erkennt, die Aufgabe unlosbar, d. i. widersinnig sein.
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Bk Mk 2%

und ausserdem drei mit (32.) analoge Formeln, die von jenen
nur dadurch sich unterscheiden, dass iiberall &/, 0 statt
E,, M stehen. Die dem Puncte j entsprechende Null-
belegung ist daher, ebemso wie die demselben entsprechende
Green’sche Belegung, von solcher Art, dass das von ihr
auf irgend einen Punct ¢ ausgeiibte Potential in Besug auf
i, j symmetrisch ist. '

§ 3.
Die physikalischen Bedeutungen der betrachteten Belegungen.

Bodeutung von 7%*. — Man denke sich.s als die Ober-
fliche eines zur Erde abgeleiteten Conductors, und stelle sich
die Aufgabe, die-
jenige elektrische Be- ¢
legung zu ermitteln, xa
welche auf diesem
Conductor inducirt
wird durch einen in
o befindlichen elek-
trischen Punct von
der Masse u. — Be-
kanntlich muss das
elektrische Gesammt-
potential, nach Eintritt des elektrischen Gleichgewichts, inner-
halb des Conductors comstant, und zwar im gegenwértigen
Fall, wo der Conductor zur Erde abgeleitet ist, Null sein.
Bezeichnet man also die Dichtigkeit der gesuchten elektrischen
Belegung mit 0, so muss fiir alle Puncte ¢ die Gleichung
stattfinden: . ‘

S (@60, To) + pTai =0.
Diese Formel ist, wie sich aus dem Theorem (4.%%), 8. 101,
leicht ergiebt, zur eindeutigen Bestimmung von & vollkommen
ausreichend, und zeigt durch ihre Uebereinstimmung mit der
frithern Formel (6.); dass 0 identisch ist mit %%, sobald man
p = — 1 setzt. — Folglichi kann man % als die durch einen
Punct o von der Masse (— 1) auf dem abgeleiteten Conductor
inducirte Belegung, und G5 als das Potential dieser inducirten

Ro
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Belegung auf dussere Puncte bezeichnen. — In dhnlicher Weise
erkennt man, dass der Ausdruck
Ed‘ = ’7: + (M— Ma) Yo [vegl (17.)]

als die Dichtigkeit derjenigen Belegung bezeichnet werden
kann, welche durch den Punct
o von der Masse (— 1) auf ¢
dem isolirten und mit der
LElektricititsmenge M gelade-
nen Conductor inducirt wird*).

Bedeutung von %/, —
Man denke sich ¢ als die in-
nere QOberfliche eines schaalen-
formigen Conductors**), und
stelle sich die Aufgabe,. die-
jenige elektrische Belegung zu ermitteln, welche auf dieser
Fliche ¢ inducirt wird durch einen im innern Hohlraum,

*) Wir konnen auf die Dichtigkeiten 7, E gewisse friihere Be-
trachtungen anwenden, und gelangen alsdann zu folgenden Sitzen,
welche hauptsiichlich beachtenswerth sind wegen der im ersten Satz
erforderlichen Restriction:

1. Die Function 7 ist bei der Betrachtung im Raume stets positiv,
nicht aber tn der Ebene [vgl. (35.) Seite 94]). Zugleich sei bemerkt,
dass die Gesammtmasse M* dieser Belegung im Raume der Relation
unterworfen ist : -
o< M* L,
nicht aber in der Ebene [vgl. (IIL.) Seite 341]; so dass man also sagen
kann, die auf einem zur Erde abgeleiteten Conductor durch einenm
elektrischen Massenpunct von der Masse (— 1) inducirte Belegung sei
threr Gesammimasse mach stets kleimer als 1; wihrend ein analoger
Satz in der Ebene nicht existirt,

IL. Die Function E, = 15 + (M — M%)y, (36.) ist, im Raum wie
in der Ebene, stets positiv, falls M > 1 dst [vgl. (29.) Seite 90].

III. Die Function 95 ist von wechselndem Vorzeichen, nimlich an
einigen Stellen von ¢ positiv, an anderen megativ; — wie sich solches
unmittelbar aus dem Umstande ergiebt, dass die Gesammtmasse der
Belegung &5 Null sein soll,

Schliesslich sei, der Vollstindigkeit willen, daran erinnert, dass
die Fumction y,, vm Raum wie in der Ebene, stets positiv ist [vgl. (18.),
Seite -86]. -

**#) Ob derselbe zur Erde abgeleitet oder isolirt ist, und ob der-
selbe im letztern Fall von Hause aus mit Elektricitit geladen ist oder
nicht, mag dahingestellt bleiben.
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etwa in j befindlichen elektrischen Punct von der Masse g. —
Im Allgemeinen werden sich alsdann zwei elektrische Be-
legungen bilden, eine auf der immern Fliche o, die andere
auf der dussern Fliche o¢'; und nach Eintritt des Gleich-
gewichtszustandes wird das von 6, ¢” und g herrithrende Ge-
sammtpotential fiir alle Puncte a des Conductors constant scin.
Aber noch mehr lisst sich behaupten. Denn zufolge eines
frithern Satzes [vgl. z. B. II. Seite 81] muss zur Zeit jenes
Gleichgewichtszustandes das allein von ¢ und p herrithrende
Potential fiir alle Puncte @ Null sein, also die Formel statt-

finden: )
f(do'&.,T.,.,) + uTa=0,

wo 0 die Dichtigkeit der auf ¢ sich etablirenden elektrischen
Schicht bezeichnet. Diese Formel ist, wie aus dem Theorem
(J.a%%), Seite 105, sich leicht ergiebt, zur eindeutigen Be-
stimmung von 0 vollkommen ausreichend, und zeigt durch
ihre Uebereinstimmung mit der frithern Formel (24.), dass 0
identisch ist mit 7/, sobald man p = — 1 setzt. — Folglich
kann %/ als die durch einen Pumct j von der Masse (— 1)
inducirte Belegung, und G{ als das Potential dieser inducirten
Belegung auf einen innern Pumct i bezeichnet werden*).

§ 4.
Einige Siitze, die dem erweiterten Gauss'schen Satze
dhnlich sind.

Ebenso wie der erweiterte Gauss’sche Satz (Seite 98) die
natiirliche Belegung y betrifft, ebenso gelten #hnliche Sitze
hinsichtlich der Belegungen #*, 9% und %/, §/.

*) Durch Anwendung fritherer Betrachtungen folgt sofort, dass

1. die Function 'q;’, , tm Raum wie in der Ebene, stets positiv tst
[vgl. (37.), Seite 96]. Hieraus und mit Riicksicht auf das bestindige
Positivsein von y, [vgl. (18.) Seite 86], folgt weiter, dass

I die in (31.) aufgefihrte Fumction E, =7} + (M — 1)y,, ¢m
Rawm wie in der Ebene, stets positiv scin wird, falls M > 1 ist, —
Endlich ist zu bemerken, dass -

IIL. die Function &} eine Function von wechselndem Vorzeichen ist.
— — Diese drei Siitze entsprechen den kurz vorher erwiihnten, Note
Seite 318.

.31
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Es sei nach wie vor ¢ eine geschlossene Curve oder
Fliche von beliebiger Beschaffenheit; ferner sei ¥V das Po-
tential eines beliebigen Massensystems, dessen einzelne Massen-
elemente theils mit m, theils mit g bezeichnet werden mogen,
je nachdem sie ausserhalb oder inmerhalb ¢ liegen; dem-
gemiss seien die Werthe dieses Potentials ¥ in zwei Puncten
z und ¢ angedeutet durch:

Vei=32mTp:+ ZpT,.,

Vo =2mTpns + ZpTyo,
wo z einen ganz beliebigen Punct vorstellt, ¢ hingegen einen
auf der gegebenen Curve oder Fliche liegenden.

Solches festgesetzt, ergeben sich die in Rede stehenden
Sitze dadurch, dass man die Formel (39.) respective mit

7,46, nide, 85da, v’ de, 9 de

multiplicirt, und jedesmal integrirt. — In der That ergiebt
sich in solcher Weise zuniichst die schon bekannte
Formel des erweiterten Gauss’schen Satzes:

S Vovedo = ZmTT, + Zul  [vgl. Seite 98],
in welcher, zufolge der Relation TT, =T, solche Massen-
elemente, die gerade auf ¢ liegen, nach Belieben zu den m

.oder zu den p gerechnet werden konnen. — Was nun ferner

Die analogen Formeln fiir #* und &* betrifft, so folgt
aus (39.). durch Multiplication mit % do und Integration:

SV alde = Zm ([T, 12de) + Zu(fT,,15do),
d. i. nach (12.):
S Vornodo = ZmGunae + Zp Tua, *)
wo, ebenso wie in (41.), solche Elemente, die gerade auf ¢
liegen, nach Belieben zu den m oder zu den g gerechnet

werden konnen; denn ‘es ist nach (12.): Gye= T,a. — Sub-
trahirt man die Formeln (41.), (42.) von einander, nachdem

m e . .
zuvor die erstere mit?“ multiplicirt worden ist, so erhilt

man mit Riicksicht auf (21.):,

*) Der Bequemlichkeit halber bringen wir die Indices der Green-
schen Function G beide unten an, und schreiben also z. B. G,, , statt Gy,
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m,1m,

7,850 =3m(6,, — ) + S (T,,— T,
wo offenbar, ebenso wie in (41) (42.), die auf o gelegenen
Massenelemente nach Belieben den m oder g beizugesellen sind.

Die analogen Formeln fiir %/ und 9/. — Durch Mul-
tiplication der Formel (39.) mit #d¢ und Integration entstcht:

JVenjdo = ZEm ([T, n}do) + Zu (fT,,n;do),
oder, mit Riicksicht auf (29.):
SV, nide =32mT, ;+ 2uG,,
und hieraus endlich folgt durch Subtractlon der Formel (41)
und mit Riicksicht auf (33.):
fVaq‘};do = Em(TmJ. —T,)+ Ze (G, —T).

Wiederum kénnen in diesen Formeln (44.), (45.) die auf ¢
gelegenen Massenelemente nach Belieben zu den m oder p
gerechnet werden; denn es ist: TT,= T, und nach (29.):
T ;= G‘, j e

§ 5.
Behandlung einiger Aufgaben.

Das Potential ¥, (38.) nimmt, falls die m = O sind,
mithin simmtliche Massenelemente des betrachteten Systems
innerhalb, resp. auf ¢ liegen, die Gestalt an:

Vz = zyT#z;

so dass z. B. ¥, = ZuT,, wird. Und mit Riicksicht hierauf
folgt alsdann aus (41.), (42.), (43.):

S Vovsds = Zul =Mr,
JV.nido =1Va’
SV8ido—=V, — M.
Ausserdem ist nach (3.), (12.), (20.):
fy,da =1,

f,qadd____
S 93do=0.

41,
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Mit Hiilfe dieser Formeln wollen wir nun einige Aufgaben
behandeln, indem wir dabei die der gegebenen Curve oder
Fliche ¢ eigenthiimlichen Functionen y, %%, 9%, T, , sowie
auch die Constante I' als bekannt voraussetzen*).

Erste Aufgabe. — FEs soll ein Potential V, irgend wel-
cher inmerhalb oder auf & ausgebreiteter Massen ermittelt
werden, welches auf 6 vorgeschriebene Werthe besitat,
also der Gleichung enspricht:

. Vg = f o)
wo die fo gegeben sind**).
Aus dieser Gleichung (49.) folgt durch Multiplication

mit 7%d6 und Integration, mit Riicksicht auf (47.), sofort:

Va = f f o ’D]gdﬁ,
womit die Aufgabe gelost ist.

Zweite Aufgabe. — Es soll ein Potential V. irgend wel-
cher innerhalb oder auf & ausgebreiteter Massen von der
gegebenen Summe M ermittell werden, welches auf 6 wvon
daselbst vorgeschriebenen Werthen f; mur durch eine un-
bestimmite additive Constante sich unterscheidet, also der Glei-

chung entspricht:
Vo + K= f )

wo K eine noch unbekannte Constante bezeichnet™**).

Aus dieser Gleichung (51.) folgt durch Multiplication
mit ysdc und Integration, mit Riicksicht auf (47.), (48.),

sofort:
Ml + K = [fopado,
K= - Mr +‘/‘f¢yqd6.

mithin:

#*) Im Grunde genommen wird dabei nur eine Function als bekannt
vorausgesetzt, d. i. 2. Denn aus 7® ergiebt sich y vermittelst der
Relation (15.); aus y ergeben sich alsdanh weiter [ und TT, vermittelst
der Gleichungen (3.); und schliesslich ergiebt sich % durch die be-
kannte Formel (21.):

a @ na
V=17 — T Yo -
#+) Durch diese Bedingungen sind die V,, abgesehen vom singuldren
Fall, eindeutig bestimmt, zufolge des Theorems ( A% Seite 101.
##%) Durch diese Bedingungen sind die V, jederzeit eindeutig be-
stimmt, zufolge des Theorems (4.°%%), Seite 38.
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Andrerseits folgt aus (51.) durch Multiplication mit r&:da'
und Integration, mit Ricksicht auf (47.), (48.):

(Ve — MTT,) + 0 = [f,93do,

Ve =MTl + [fs95do .
Diese Formeln (52.), (563.) geben sowohl den Werth von V,,
als auch den Werth der additiven Constanten K.

Bemerkung. — Betrachtet man insbhesondere den Special-
fall M = 0, so folgt durch Addition der Formeln (52.), (563.):

Vo4 K = [fs (83 + 70)do.
Diese Function (V, 4 K) ist alsdann, abgesehen von der
additiven Constante K, ein Potential irgend welcher inner-
halb oder auf ¢ ausgebreiteter Massen von der Summe Null,
und besitzt, nach (51.), auf ¢ die vorgeschriebenen Werthe
fo. Folglich wird diese Function ¥V, 4+ K zu nennen sein¥):

-~ mithin:

die den Werthen f, entsprechende kanonische Potentialfunction

des Gebietes 2.
: § 6.
Weitere Aufgaben.

Das Potential ¥, (38.) nimmt, falls die g =0 sind,
mithin simmtliche Massenelemente des betrachteten Systems
ausserhalb resp. auf o liegen, die Gestalt an:

Ve=3mTp:; o
woraus z, B. folgt: V; = XmT,;. Mit Riicksicht hierauf
erkennt man, dass die Formeln (41.), (44.), (45.) im gegen-
wirtigen Falle iibergehen in:

S Vorvsdo = ZmTT,,
SV nide = v,
S Vedide = V; — ZmTl,.
Ausserdem ist nach (3.), (29.), (34.):

» f?ad6=l,
fngd6= 1,
- Soide =0.

*) Wenigstens wird inr dieser Name zukommen, wenn die f auf
¢ stetig sind. ,— Auf eine weitere Discussion fiir den Fall unstetiger
{ wollen wir uns hier aber nicht einlassen.

Neumann, Potential. 23
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‘Wir wollen nun annehmen, dass die der gegebenen Curve

oder Fliche ¢ eigenthiimliche Function 7/ bekannt sei, und
folgende Aufgabe behandeln:

Aufgabe. — FEs soll ein Potential V; irgend welcher .
ausserhalbd resp. auf ¢ ausgebreiteter Massen ermittelt werden,
welches auf ¢ vorgeschriebene Werthe besitet, also der Glei-

chung entspricht:
Vo="fo,

wo die f5 gegeben sind™*). -

Durch Multiplication dieser Gleichung (58.) mit 7/do

und Integration folgt, mit Riicksicht auf (56.), sofort:
v,=[f,mds,
womit die Aufgabe gelost ist.

Zweite Aufgabe. — Fine gegebene .Masse M soll auf
der Curve oder Fliche 6 in solcher Weise ausgebreitet werden,
dass das Potential dieser Belegung auf & selber von gewissen
daselbst vorgeschricbenen Werthen f, nur durch eime unbe-
stimmte additive Constante differirt**).

Bezeichnet man das unbekannte Potential dieser Be-
legung mit ¥, so soll also

Ve + K=/f,
sein, wo K eine unbekannte Constante vorstellt. Durch
Multiplication dieser Gleichung (61.) mit p,d¢ und Inte-
gration folgt mit Riicksicht auf (47.), (48.):

K=‘_ Mr +jfaygd6.
Ferner folgt aus (61.) durch Multiplication mit 83d¢ und
Integration, wiederum mit Riicksicht auf (47.), (48.):

Va = Mna +ffg'&zd6.
Endlich folgt aus (61.) durch Multiplication mit 8)de und
Integration, mit Riicksicht auf (56.), (57.):

V= EmT, + [f,9do,

wo die m die einzelnen Elemente des das Potential ¥V er-

> *) Dass die ¥, durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt sind,
ergiebt sich aus dem Theorem (J.%%%), Seite 105.

**) Dass diese Aufgabe nur eine Losung zulilsst, ergigbt sich leicht
aus dem Theorem (A4.%%9), Seite 38.
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zeugenden Massensystems reprisentiren. Da im gegenwirtigen
Fall [vgl. (60.)] diese m simmtlich auf ¢ liegen, und die
Summe M baben sollen, so ist oﬁ'enbar ImT, =Xml = MT;
folglich: )
V;= Ml + [f,9}do .

Diese Formeln (62.), (63.), (64.) liefern nicht nur die Werthe
V., V; des gesuchten Potentials, sondern auch den Werth
der additiven Constante K. — Schliesslich ergiebt sich aus
V. und ¥; in bekannter Weise auch die Dichtigkeit der Be-
legung.

Dritte Aufgabe. — Die gegebene Curve oder Fliche 6
Soll so mit Masse belegt werden, dass das Potential dieser Be-
legung auf o selber vorgeschriebene Werthe [, hat¥*).

Bezeicbnet man also das unbekannte Potential dieser Be-
legung mit ¥, so soll

Ve = f [
sein, Hieraus ergeben sich durch Multiplication mit y,do,

n2d6, ndo und jedesmalige Integration, mit Riicksicht auf
(47.), (48.), (66.) die Formeln:

Ml = [fopsda,
v, ff nda,
V,=Jf,w,ds,

durch welche sowohl das Potential V als auch die Masse M
- der unbekannten Belegung sich bestimmen.

§ 7.

Die sogenannte sphirische Spiegelung.

Es sei gegeben eine Kugelfliche (o, H), d. i. eine Kugel-
fliche mit dem Mittelpunct 0 und dem Halbmesser H, Lisst
man von o einen Strahl ausgehen, und markirt man auf
demselben irgend zwei der Relation**):

*) Diese Aufgabe ldsst, abgesehen vom singuliren Fall, nur eine
Losung zu. Vgl das Theorem (S.%%°), Seite 106.

*¥) Die in Parenthese gestellten kleinen Buchstaben, wie (0x), (0 &),
(x &) u.s. w.sollen die Entfernungen der betreffenden Puncte andeuten.
Somit ist z. B. (oz) = (x0).

' 23%
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(0z)(0k) = H?
entsprechende Puncte z, &, so heisst bekanntlich Jeder von
diesen beiden Puncten das Sp@egelbdd des andern in Bezug
auf jene Kugelfliche (0, H). Auch pflegt man die belden
Puncte kurzweg correspondirende oder conjugirte Puncte zu
nennen. — Sind zwei Paare correspondirender Puncte z , .:‘.’,
und y, n gegeben, so ist nach (1.): (o) (0E) = (oy) (om) =
und folglich:

ozxy ~ onk.

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt sofort:

(xy) _ (oy) _ (ox) .

En =~ (0O (on)

und hieraus folgt weiter die durch ihre Symmetrie ausge-
zeichnete Formel:

@y) _ 7/ x)(0y)

En) ¥ (0&)(om) *
Bringt man diese Formel in Anwendung auf drei Paare cor-
respondirender Puncte: z, &, ferner y, %, und 2, {, und be-
zeichnet man dabei zur Abkiirzung die Entfernungen dieser
Puncte von o resp. mit X, =, Y, H, Z, Z, so ergiebt sich:

(z9) I/XY (y2 _ 1/YZ (ex) _ 1/ZX
(&m) o~V HZ? €® Z= "
Denkt man sich nun das Dreieck zy# unendlich klein, mithin
das correspondirende Dreieck £7#¢ ebenfalls unendlich klein,
so wird X =Y =27 und = =H = Z, folglich:

(xy) _ o) __ (zx) _ X,

En) ~ @~ €y =
woraus ersichtlich, dass die Dreiecke einander dhnlich sind.
Die von correspondirenden Linienelementen gebildeten Winkel
sind also einander gleich; oder anders ausgedriickt: cor-
respondirende Figuren sind in ihren kleimsten Theilen
einander dhnlich. — Bezeichnet man in (6.) die correspon-
direnden Linienelemente (zy), (E%) mit ds’, de’, so lautet
jene Formel:

a _x
de’~ =

wo X, = die Abstinde der beiden Elemente vom Puncte o
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vorstellen. Hieraus ergeben sich, mit Riicksicht auf den
Satz der gleichen Winkel (7.), weitere Formeln:

ds” Xz

de” = =21

ds’” Xs
de” = =

die eine giiltig fiir zwei correspondirende Flichenclemente
ds”, da”, die andere fiir zwei correspondirende Raumelemente
ds”’, de"”. Sind also, um die Hauptsache zusammenzufassen,
ds™, de™ zwei einander correspondirende Elemente n'es Di-
mension, so findet die Relation statt:

ds™ _ (os)®

do™ (oo)*’

wo (0s), (06) die Entfernungen der Elemente vbm Puncte o -

bezeichnen.
Beiliufige Bemerkung. —Sind z, ¢ zwei beliebige Puncte,
und &, y die correspondirenden Puncte, so ist nach (3.):
' (e) _ (o0c)
&y~ (08)?
oder, was dasselbe:

— (87)
(@e) = (00) (o)

Sind also ¢, y unverinderlich gegeben, und bewegt sich z
auf der Kugelfliiche

(xc) = Const.,

so wird, nach (10.), die gleichzeitige Bewegung von £ der
Formel entsprechen: ' »

(37)

(&0) :
dies ist aber bekanntlich ebenfalls die Gleichuug einer Kugel-
fliche. FEiner gegebenen Kugelfliche correspondirt also
stets wicderum eine Kugelfliche*). — Auf der Linie oc
correspondirt, nach (2.), dem Puncte o der unendlich ferne

= Const. ;

*) Doch sind die Centra der beiden Kugelflichen keineswegs cor-

respondirende Puncte, Denn das Centrum der einen (11.a) liegt in c;
das Centrum der andern hingegen ist, wie man aus (11.b) erkennt,
verschieden vom Puncte y.

10.

il.a

it.b

12,
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Punct @. Geht also die eine Kugelfliche durch o, so wird
die andere durch diesen unendlich fernen Punct @ gehen.
Mit anderen Worten: Geht die eine Kugelfliche durch o, so
wird die andere eine Ebene sein. .

Zweite beiliufige Bemerkung. — Die Relationen (3.), (4.)
gelten auch dann noch, wenn man statt zweier correspon-
dirender Puncte y, n zwei correspondirende Kugelflichen s, o
nimmt; es ist nimlich:

(®s) _ (08) __ (om)

(o) ~— (08)  (00)’
(x8) __ . /(0x)(08) ,
(é0) (08)(00)?

nur sind in diesem Fall unter (xs), (0s), (o), (00) die
Léngen der von z, §, o an die Kugelflichen gelegten Tangenten

" zu verstehen, jede Tangente gerechnet von ihrem Ausgangs-
. punct bis zum Beriihrungspunct.

Beweis. — Da ich fiir dfesen (bisher wohl noch nicht
bemerkten) Satz einen rein geometrischen Beweis augenblick-
lich nicht zu geben vermag, so mag ein analylischer Beweis
dienen. Ist ¢ [¢,, ¢,, ¢;] der Mittelpunct*), und R der Radius
der Kugelfliche s, so gelten fiir die von o [0, O, O] und
von einem beliebigen Punct z [z, z,, #;] an die Kugelfliche
s gelegten Tangenten T, = (0s) und 7 = (zs) die Formeln:

T) =3, — R =C'—- PR, )

I=3@x—¢)—R=0— R*} X?—23¢ux;.
Zur Abkiirzung mag nimlich gesetzt werden:

e =02, Iz2= X2, XE2=Z=2,

und ferner: H=hT,,
wo £ [£, &, &) der zu x [z,, @,, ;] correspondirende
Punct sein soll. Zwischen diesen beiden Puncten finden, mit
Riicksicht auf (2.) und weil beide auf demselben von o aus-
gehenden Strahl liegen, die Relationen statt:

x.
Z=H? und I—E«=

i) gee

3

*) Die in den eékigen Klammern enthaltenen Grdssen sollen die
Coordinaten der betreffenden Puncte vorstellen, in Bezug auf irgend
ein rechtwinkliges Axensystem, dessen Anfangspunct in o liegt.
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woraus mit Riicksicht auf (19.) sich ergiebt:
Tz hT?
X=—2° und Ty = —= & .

Durch Substitution dieser Werthe in (17.) folgt mit Riicksicht

auf (16.): o
KT} — 2R T} Ze
P g e e TR
T: f =
— 2 (@ — 2R Bk 4 MO — W (€ — T},
oder, mit abermaliger Riicksicht auf (16.):

22 {56 — ey — @ RY.

Die Formel (17.) verwandelt sich fir 7'=0 in_die Glei-

chung der gegebenen Kugelfliche s; folglich muss die Formel
(22.) fiir T'=0 iibergehen in die Gleichung der correspon-
direnden Kugelfliche ¢. Somit erkennt man, dass diese
letztere Fliche ¢ dargestellt ist durch '
0= 2 (E,— h’c;)’ —_ (hz.R)2 y
dass mithin die Coordinaten ihres Mittelpunctes und ihr
Radius die Werthe besitzen: hc,, h*c,, h%c; und A*R.
Hieraus ergiebt sich weiter fiir die- von irgend einem Puncte
£ [, &, &) an o gelegte Tangente T = (§6) die Formel:
T2 = X (& — h%c;)* — (W*R)*.
Mit Riicksicht hierauf gewinnt die ftir zwei correspondirende
Puncte z und § abgeleitete Formel (22.) die Gestalt:

2
Vit LU -2,

d. i. mit Riicksicht auf die fiir die Tangenten eingefiihrte
Bezeichnungsweise :

(x8) _  (0s)

Eo) (0B -
Dies aber ist die erste der zu beweisenden Formeln (14.), (15.).
Leicht erkennt man nun auch die Richtigkeit der iibrigen.

21,

23,

25,
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§ 8.
Die Potentiale correspondirender Massensysteme auf
correspondirende Puncte.

Zwei Massenelemente besitzen correspondirende Lagen,
wenn sie correspondirende Raumelemente erfiillen, ebenso,
wenn sie correspondirende Flichen- oder Linien-Elemente
einnehmen, ebenso endlich, wenn sie in correspondirenden
Puncten concentrirt sind. Haben zwei Massenelemente m
und g correspondirende Lagen und entsprechen sie gleich-
zeitig der Relation:

m_ B

X vom =X vomr
so migen sie kurzweg correspondirende Massenelemente heissen.
Dabei sollen (om), (ou) die Entfernungen der Elemente vom
Puncte o, und K, K beliehig gegebene Constanten vor-
stellen®*). — Wir wollen nun ein aus irgend welchen Massen-
elementen m, m,, m,, . .. bestehendes System mit M, ferner
das aus den correspondirenden Elementen g, p,, g,, . . . be-
stehende System mit M bezeichnen, und die Potentiale dieser
beiden Systeme auf correspondirende Puncte in Betracht ziehen.

*) Man kann Lénien-, Flichen- und Raum-Elemente respective als
Raumelemente erster, zweiter und dritter Dimension bezeichnen. Occu-
piren nun die Massen m und p zwei correspondirende Raumelemente
nter Dxmenslon ds™ und do('", und setzt man:

m=0"q ™, p= AM g™ .
wo D™ und A™ die betreffenden Dichtigkeiten vorstellen, so nimmt
die Relation (27.) folgende Gestalt an:
D™ ggm K A® 4™
Vo  Vieso '

wo (0s) und (06) die Entfernungen der Elemente vom Puncte o bezeichnen.
Diese Formel aber kann man, weil [nach (9.)]

as™ : d6™ = (08)": (00)"
ist, auch so schreiben:
K(0s*~ D™ — K (ooy*—1 A® |
Sollen also die in zwes correspondirenden Raumelementen ne* Dimension

enthaltenen Massen correspondirende Massen sein, so missen shre
Dichtigkeiten der vorstehenden Relation (y.) entsprechen.
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Bringt man die fiir zwei correspondirende Punctpaare
z, £ und y, n giltige Formel (4.):
(@y) __ . (n)
Vioz)(oy)  V(o&)(on)
auf die Puncte 2, £ und die Elemente m, g in Anwendung,
8o esgiebt sich:

@m) ___ (w) .
Vioz)om) — Viog)ow) ’
und hieraus folgt weiter durch Division von (27.), (29.):

Ky (02) Gy = KV00E) 55

Summirt man endlich diese Gleichung iiber simmtliche Ele-
mente der beiden Systeme, so entsteht die Formel:

K V/(02) W, = K V(0F) @,

. m _ [ . .
wo W,=2X ma) und Q=X BE die Potentiale der beiden

Systeme resp. auf z und § vorstellen. Somit ergiebt sich
folgender

Fundamentalsatz. — Sind unter Zugrundelegung der
Formel: ‘

K2 — K-t
Viom) Viow) ’
M und M zwei eimander correspondirende Massensysteme, so

werden die von denselben auf correspondirende Puncte x und §
ausgeiibten Potentiale W, und Q¢ in der Bezichung stehen:

KVC;x—)Wx= K V(a—g)gf'
Uebrigens ist nach (2.): J/(ox)(0§) = H; so dass man also
die Formel (33.) auch so schreiben kann:
KHW, =K(0k) %,

K(ox)W, = KHQ;.
Beispiel. — Sind s und ¢ zwei correspondirende ge-
schlossene Fliachen, so gelten fiir je zwei einander correspon-

dirende Puncte s und ¢ dieser Flichen nach (33.a, b) die
Formeln:

oder auch so:

KHW,=K(00)Q,,
K(os)W,=KHQ,.

)

32,

83.a

34.a
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Nimmt man fir M die sogenannte natiirliche Belegung der~
Flache s, so wird:

W, = Const. ,

also nach (34.a):
Const’. .
o= o) 3

was zu folgendem Satze fiihrt:

Sind zwei correspondirende geschlossene Flichen gegeben,
und ist die eine derselben mit ihrer natirlichen Belegung
behaftet, so wird die — nach Massgabe der Formel (32.) —
correspondirende Belegung*) der andern Fldche die Eigen-
schaft haben, fiir alle Puncte dieser lelztern dquipotential zu
sein mit einer gewissen in o comcentrirten Masse. — Durch
diesen Satz wird die Aufgabe, die einem gegebenen Punct o
entsprechende Green’sche Belegung**) einer gegebenen Fliche
zu ermitteln, reducirt auf die Aufgabe, die natiirliche Be-
legung der correspondirenden Fliche zu finden.

Zweites Beispiel. — Betrachtet man die mit dem Radius .
H um o beschriebene Kugelfliche (1.), und nimmt man fiir
M eine ganz beliebige, im Allgemeinen also ungleichformige
Belégung dieser Kugelfliche, so wird, nach (32.), M identisch
mit M sein, falls man der Einfachheit willen K = K setzt.
Glexchzeltlg wird alsdann nach (33.):

;/(oa:) W. =y (08) L,
wo z und § der Relation entsprechen (0z)(0§) = H?. Somit
ergiebt sich der Satz:

Ist eine Kugelfliche mit irgend welcher gleichférmigen
oder ungleichformigen Massenbelegung behaftet, und sind
x und § zwei in Bezug auf diese Kugelfliche conjugirte
Puncte***), so werden die von jener Belegung auf diese Puncte
ausgeiibten Potentiale W, und Qg der Relation entsprechen:

*) Bei den in Rede stehenden Belegungen werden die auf cor-
respondirenden Elementen d s und do der beiden Fliichen ausgebreiteten
Massen m = Dds und p = Adc der Relation (32.) zu entsprechen
haben, Folglich wird [vgl. die vorhergehende Note] zwischen den
Dichtigkeiten D und A der beiden Belegungen die Beziehung stattzu-
finden haben:

K08} D=K(ola.
*¥) Vgl Seite 340 und 344.
¥¥) Vgl. die Note auf Seite 58.
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V(02) Wo =V (08) ;3

so dass man also das Potential der Belegung auf dussere
Puncte sofort anzugeben vermag, falls das Potential auf
innere Puncte bekannt ist, und wumgekehrt. — Selbstver-
stindlich gilt dieser Satz auch dann, wenn ein Theil der
Kugelfliche unbelegt ist, also z. B. fiir die Belegung einer
Kugelcalotte.

Wiederaufnahme der Hauptuntersuchung. — Sind b, g,
ebenso wie m, g und z, § correspondirende Puncte, so ist

nach (28.): bm) _ _ (Bw)
Viodyom)  VioB)(ow) ’
G __ (8B

Viob)(ox)  V(oB;(0d)

Multiplicirt man nun mit der ersten Relation die Formel (32.),.

mit der zweiten die Formel (33.), so folgt:

_E_@m o, K Gw,
Viod) (om) VW (om)
K
—= (b
Vo) (b2)W. ,,( B — (BE) Q. -

Setzt man daher K = 1/@——) und K=;/(oﬁ), so gewiunt
der Satz (32.), (33.) folgende Gestalt.
Andere Form des Fundamentalsatzes. — Sind
b, B 2wei einander correspondirende Puncle von unverinder-
licher Lage, und sind ferner , unter Zugrundelegung der Formel:
(bm (
o ™=k ™
*) Erfiillen die Massen m und p zwei correspondirende Raum-
elemente n'* Dimension ds® und d¢™, und setzt man
' m=DMds™ =AM,
wo D™ und A™ die betreffenden Dichtigkeiten vorstellen, so nimmt
die in (37.) festgesetzte Relation folgende Gestalt an: -
®9)
(03)
wo (bs), (o3) und (B6), (06) die Abstinde der Elemente von den
Puncten b, o, resp. f#, o vorstellen, Diese Formel aber kann, weil
ds™ : d6™ = (08)": (06)" ist [vgl. (9.)] auch so geschrieben werden:
(bs) (08)" 1 D™ = (Bo) (00)* "1 AM.
Sollen also die in zwei correspondirenden Raumelementen ner Dimension

D™ g — (B9) Am g4
©09) ’

36.

87.
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M, M zwei eimander oorvespondirende Massensysieme, 5o werden
die com diesem Systemen awf oorvespomdirende Puncte x, £ aus-
geiiblen Potentiale W,. Q: in der Bezichung sichen:
br W, = it Q;.

Beispiel. — Sind mlthm s und ¢ zwei correspondirende
geschlossene Flichen, so wird fir je zwei correspondirende
Puncte 5 und o dieser Flichen die Formel stattfinden:

bs) W, = g6)Q,.
Ist also W, = ‘, 80 InrdQ.—-% Mit anderen Worten:
Sind 3. o zwcei corr 1rem‘ie geschlosseme  Flachen,

ferner b. B zwei correspondirende Puncle von uncerinderlicher
Lage, und ist irgend ein Massmsystem M bekannt, swelches
fir alle Puncle der Fliche s daquipotential ist mit ener in b
concendrirten Masse Eins, so wird das — nach Massgabe der
Formel (37.) — corr irende Massensystems M tn allen
Puncten der Flacke 6 aquipoleniial sein mit ciner in § con-
centrirten Masse Eins®).

® Aufgabe. — Es sei I, ein beliebig gegebener Raum mit
der Grenzfliche 3, ferner M ein noch unbestimmtes Massen-
system mit dem Potential W, und es handele sich darum,

enthaltenen Massen correspondirende Massen sein, so missen thre
Dichtigkeiten in der vorstechenden Beziehung (L.) stehem.

*) Beschrinkt man sich auf solche Massensysteme, welche den ge-
gebenen Flichen s und ¢ unmittelbar aufgelagert sind, s0 wird zwischen
den in zwei correspondirenden Elementen ds und de dieser Fiichen
vorbandenen Dichtigkeiten D und A die Relation stattfinden:

1bsy(0os)D = (fe6)(06)A [vgl. die vorhergehende Note];

s0 dass also in diesem Falle der Satz (39.) folgende besonders an-
schauliche Gestalt gewinnt:

Sind s, ¢ zwei correspondirende geschlosseme Flichen, fermer b, B
2wei correspondirende Puncte vom unceranderlicher Lage, und demki
man sich diese Flichen der Art mit Masse belegt, dass die Dichiig-
keiten D und A an correspondirenden Stcllen in der Besichung stehen:

~ (bs)(0s) D = (Be) (00)A,
80 mrd falls die eine Belegung fir alle Puncte der Flache s dqus-
potential ist, mit einer in b comcentrirten Masse Eins, Analoges auch
gelten fir dic andere Belegung mit Bezug aufdw Flache ¢ und den
Punct p.
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dieses Massensystem ausserhalb T, resp. auf der Grenze von

I, in solcher Weise zu fixiren, dass das Potential auf der

Fliche s mit daselbst vorgeschriebenen Werthen f, identisch

werde, also der Bedingung entspreche: '
W.=f..

Mit Hiilfe des vorhergehenden Satzes (37.), (38.) kann
man diese Aufgabe reduciren auf die analoge Aufgabe fiir
den correspondirenden Raum %, mit der Grenzfliche ¢. —
Bezieht man nimlich die allgemeine Formel (38.) auf zwei
correspondirende Puncte s und ¢ der beiden Begrenzungs-
flichen s und o, so erhilt man:

(bs) W, = (80) %,
(08)fs = (B);

woraus die Q, sich berechnen lassen. Denkt man sich nun
ein Massensystem M ausserhalb T, resp. auf der Grenze von
Ts in solcher Weise bestimmt, dass das Potential dieses
Systems auf der Fliche ¢ die Werthe Q, besitzt, so wird das
~ diesem System — nach Massgabe der Formel (37.) — cor-
respondirende System M das gesuchle sein.

Ist €, von der Form ¥, und liegt o ausserhalb dieses
Raumes ¥, oder %, so wird offenbar ¥, von der Form §
sein; und es kann also die Behandlung eines Raumes W, ver-
mittelst der eben exponirten Methode, -auf die Behandlung eines
andern Rauwmes von der Form & reducirt werden. Auch
kann in genau derselben Weise eine Reduction vom Raume
A™ auf den Raum J™ erzielt werden*).

also nach (41):

§9.
Analoge Betrachtungen in der Ebene.

Wir wollen uns in der Ebere zwei correspondirende
Massensysteme M und M -ausgebreitet denken, und die Lo-
garithmischen Potentiale dieser Systeme auf correspondirende
Puncte untersuchen, indem wir dabei unter correspondirenden
Massenelementen m und g solche verstehen, welche cor-

*) Die Bezeichnungen %,  und %™ ™ sind hier, wie stets, in
der zu Anfang festgesetzten Bedeutung gebraucht; vgl. S. 30 und 23,

41.

44,
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respondirende Lagen haben, ausserdem aber der Relation ent-
sprechen m=uyu.

Sind z und § zwei correspondirende Puncte, so wird ebenso
wie friiher (29.): ’ (mx) (w &)

Viom)(ox)  Viow) 08 ’

folglich:
Tne—4Toz — 4 Tom = ug — Y Tot— 4 Tou,
wo T,p, ebenso wie frither, zur Abkiirzung steht fiir log.(—al—ﬂ—).
Durch Multiplication von (45.), (46.) und Integration er-
giebt sich:
We—$MTo, — 4 W, =% — 4 MT,;: — }Q,,

wo W.=23XmT,, und Q= Xu T,; die Potentiale der
beiden Systeme M und M auf die Puncte z und £ vorstellen,
wihrend W, und Q, die speciellen Werthe dieser Potentiale
fiir den Punct o sind; ausserdem bezeichnet das in (47.) auf
beiden Seiten  vorkommende M die Gesammtmasse des Systems

M, oder [was dasselbe, vgl. (45.)] die Gesammimasse des
Systems M. Dabei sei bemerkt, dass nach (2.)

(02) (08) = (om) (o) = B2,
mithin: T,, 4 Tt = Tom + Top = — 2log H
ist; woraus sofort folgt, dass die Potentialwerthe
Wo=3XmTn, uwd Q =23IuT,,
in der Beziebung stehen: ‘
W, +QQ=—2Mlog H.
Betrachtet man die Puncte z, £ als variabel, alles Uebrige

aber als constant, so kann man der Formel (47.) die ein-
fachere Gestalt geben.
(W. —$MT,,) = (% — 4 M T,;) + Const.;

und gelangt daher zu folgendem

Fundamentalsatz. — Sind, unter Zugrundelegung der
Formel: m=y,
M, M zwei einander correspondirende Massensysteme, so werden
die von denselben auf correspondirende Puncte x, & ausgeiibten
Potentiale W,, Q¢ in der Beziehung stehen:

(W, — 3 MT,.j = (Q — 4 M T,) + Const.
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wo die mit Const. bezeichnele Grisse von der Lage der Puncte
z, £ unabhiingig ist, und M die Gesammimasse eines jeden
der beiden Systeme bezeichnet. — Mit Riicksicht auf (48.)
kann man ftibrigens diese Beziehung (52.) auch so schreiben:
We= (R — MT,¢) + Const’.,
oder auch so:
(W, — MT,,) = Q -+ Const”.

Beispiel. — Sind s und ¢ zwei correspondirende ge-
schlossene Curven, so gilt fiir je zwei einander correspon-
dirende Puncte s und o dieser Curven nach (52.a) die Re-
lation: W, = (R — MT,s) + Const’.,
wo Const.” von s, 6 unabhingig ist. Nimmt man nun fiir
M die sogenannte natiirliche Belegung der Curve s, so wird:

W, = Const®., und M=1, %)
also nach (53.):"

Qg = T, + Const®, ;
wodurch man den Satz erhilt:
. Sind zwei correspondirende geschlossene Curven gegeben,
und ist die eine derselben mit threr natiirlichen Belegung
behaftet, so wird die — nach Massgabe der Formel (51.) —
correspondirende Belegung der andern Curve die Eigen-
schaft besitzen, fir alle Puncte dieser letztern, abgesehen von
einer additiven Constante, dquipotential zu sein mit einer in o
concentrirten Masse Eins. A

Zweites Beispiel. — Betrachtet man eine mit dem Radius
H um o beschriebene Kreislinie [vgl. (1.)], und nimmt man
fiir M eine ganz beliebige, im Allgemeinen also ungleich-
formige Belegung dieser Kreislinie, so wird nach (51.) M mit
M identisch sein, Gleichzeitig wird alsdann nach (52.a):

W, = (Q — MT,;) 4 Const.,
wo 2 und £ der Relation entsprechen: (0x)(0€) = H2 Somit
ergiebt sich der Satz:

*) Die Gesammtmasse der natirlichen Belegung ist stets = 1. Vgl
die Definition dieser Belegung, Seite 85. — In den obigen Formeln
sollen die den Const. beigefligten Nummern, ebenso wie friiher die
Accente, nur andeuten, dass die betreffenden Constanten von einander
verschieden sind.
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Ist eine Kreislinic mit irgend welcher gleichformigen
oder ungleichformigen Massenbelegung behaftet, und sind
x und & swei in Bezug auf diese Kreislinie conjugirte Puncte,
so werden die auf diesc Puncte von jener Belegung ausgeiibien
Potentiale W, und Q¢ in der Bezichung stehen :

W.= (% — MT,¢) 4 Const.,

wo die Const. von der Lage der Puncle x, & unabhingig ist,
und M die Gesammimasse der Belegung vorstellt.

Wiederaufnahme der Hauptuntersuchung. — Sind b, 3,
ebenso wie z, £ und m, u correspondirende Puncte, so ist
analog mit (46.): : ’

Tbx—‘}Toz—‘&Tob‘: TﬂE_‘i‘TOE _";‘-Toﬂ-

Multiplicirt man diese Formel mit M, und subtrahirt man
dieselbe sodann von (47.), so folgt:

{ (W, — MTy,)) _{ (Q — MTﬂE)}
—§(Wo — MT,.)|  |— (R — MTp)| "
Betrachtet man also die Puncte z, £ als variabel, alles
Uebrige aber als constant, so gelangt man zu folgendem
Resultat: )

Andere Form des Fundamentalsatzes. — Sind
b, B 2wei einander correspondirende Puncte von unverinder-
licher Lage, und sind ferner, unter Zugrundelegung der Formel:

m=gp,
M, M zwei einander correspondirende Massensysteme, so werden
die von denselben auf correspondirende Puncte x, £ ausge-
iibten Potentiale W, Q¢ in der Bezichung stehen:
(W, — MT,.) = (% — MTgg) + Const.,

wo die Const. von der Lage der Puncte z, & unabhingig ist,
und M die Gesammimasse eines jeden der beiden Systeme be-
zeichnet. Dieser Satz (welcher fiir den Specialfall M = 0 eine
noch einfachere Gestalt annimmt) kann in #hnlicher Weise
verwerthet werden wie der analoge Satz des Raumes (37.),
(38). So z. B. erkennt man, dass mit Hiilfe dieses Satzes
dic Behandlung eines Gebietes von der Form W auf die Be-
I:ant’lung eines andern Gebietes von der Form § reducirbar ist.
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